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L’ISOMORPHISME ENTRE LES TOURS DE LUBIN-TATE ET DE
DRINFELD : DE´MONSTRATION DU RE´SULTAT PRINCIPAL
par
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Re´sume´. — Il s’agit du quatrie`me article consacre´ a` l’isomorphisme entre les tours de Lubin-Tate
et de Drinfeld. Nous y de´montrons le re´sultat final concernant l’isomorphisme c’est a` dire l’existence
d’un isomorphisme e´quivariant entre un certain e´clate´ du sche´ma formel associe´ a` l’espace de Lubin-
Tate en niveau infini construit dans [9] et un e´clate´ d’un autre sche´ma formel construit a` partir de
l’espace de Drinfeld. Nous suivons pour cela la strate´gie fournie par Faltings dans [7].
Abstract. — This is the fourth article about the isomorphism between Lubin-Tate and Drinfeld
towers. We prove the final result concerning the isomorphism that is to say the existence of an
equivariant isomorphism between some blow-up of the formal scheme associated to Lubin-Tate
space with infinite level constructed in [9] and a blow-up of another formal scheme associated to
Drinfeld tower. We follow the strategy provided by Faltings in [7].
Introduction
Dans l’article [9] on a construit un sche´ma formel π-adique lie´ a` l’espace de Lubin-Tate “en
niveau infini”. Dans la premie`re section de cet article on construit un sche´ma formel π-adique
analogue du cote´ de l’espace de Drinfeld. Sa construction est beaucoup plus simple que celle de
[9]. Il s’agit du normalise´ du sche´ma formel de Deligne-Drinfeld Ω̂ dans les reveˆtements de sa fibre
ge´ne´rique rigide donne´s par les structures de niveau sur le OD-module formel spe´cial universel sur
Ω̂ (en fait, e´tant donne´ que nous adoptons le point de vue des espace de Rapoport-Zink ([14]) il
s’agit d’une union disjointe indexe´e par Z de tels espaces).
Le but est maintenant de construire un isomorphisme e´quivariant entre des e´clatements formels
admissibles de ces deux sche´mas formels. Pour cela on construit des morphismes dans les deux
directions (Lubin-Tate vers Drinfeld et re´ciproquement) puis on ve´rifie qu’ils sont inverses l’un de
l’autre.
Avant d’expliquer le principe de la construction introduisons un point clef : les deux types de
pe´riodes vivant sur ces espaces.
2 LAURENT FARGUES
Pe´riodes de Hodge De-Rham. — Il s’agit des morphismes de pe´riodes e´tudie´s dans le cas
de l’espace de Lubin-Tate dans [12] (cf. e´galement [9]) et de´finis en toutes ge´ne´ralite´s dans [14].
Il s’agit de l’analogue du plongement X →֒ Xˇ ou` X est un espace syme´trique hermitien de dual
compact Xˇ.
Le principe est le suivant : si R est une W (Fp)-alge`bre p-adique et H est un groupe p-divisible
sur Spf(R) il y a une filtration de De-Rham sur l’homologie de De-Rham de H
0 −→ V (H) −→ LieE(H) −→ LieH −→ 0
ou` E(H) est l’extension vectorielle universelle de H et V (H) sa partie vectorielle. Supposons nous
donne´ un groupe p-divisible H0 sur Fp et une quasi-isoge´nie
ρ : H0 ⊗Fp R/pR −→ H ⊗R R/pR
Celle ci fournit graˆce a` la nature cristalline de l’extension vectorielle universelle ([13]) couple´e aux
puissances divise´es sur l’ide´al pR une rigidification de l’homologie de De-Rham
ρ∗ : D(H0)⊗W (Fp) R[
1
p
]
∼
−−→ LieE(H)[
1
p
]
ou` D(−) de´signe le module de Dieudonne´ covariant. Et donc la suite pre´ce´dente donne apre`s
inversion de p un morphisme de Spec(R[ 1p ]) vers une Grassmanienne associe´e a` l’espace D(H0)[
1
p ].
Pe´riodes de Hodge-Tate. — Reprenons les notations pre´ce´dentes. Il y a un morphisme
αH : Hom(Qp/Zp, H) −→ ωHD
ou` HD de´signe le dual de Cartier de H . A` χ : Qp/Zp −→ H on associe (χD)∗ dTT ou` χ
D : HD −→
µp∞ et (χ
D)∗ : R.dTT = ωµp∞ −→ ωHD . Notons Tp(H) = Hom(Qp/Zp, H) qui si R est sans p-
torsion inte´gralement ferme´ dans R[ 1p ] s’identifie a` Hom(Qp/Zp, H ⊗R R[
1
p ]) et ne de´pend donc
que du groupe e´tale fibre ge´ne´rique H ⊗R R[
1
p ]. Supposons de plus que µp∞(Qp) ⊂ R Il y a alors
un accouplement parfait
Tp(H)× Tp(H
D) −→ Zp(1)
et l’on a donc une suite
0 −→ ω∗H(1)
tα
HD
(1)
−−−−−−−→ Tp(H)⊗Zp R
αH−−−→ ωHD −→ 0
Sous certaines hypothe`ses (et c’est la` une des difficulte´s majeures de cet article) on peut rendre
cette suite exacte apre`s inversion de p. Si maintenant on se donne une rigidification du module de
Tate Znp
∼
−−→ Tp(H) on obtient une suite exacte de Hodge-Tate
0 −→ ω∗H [
1
p
](1)
tα
HD
(1)
−−−−−−−→ R[
1
p
]n
αH−−−→ ωHD [
1
p
] −→ 0
qui fournit donc un morphisme de spec(R[ 1p ]) vers une Grassmanienne associe´e a` l’espace vectoriel
Qnp .
Plan de la de´monstration. — Le principe ge´ne´ral est le meˆme dans les deux sens. On note
X∞ le sche´ma formel associe´ a` l’espace de Lubin-Tate construit dans [9].
– On construit un morphisme de pe´riodes de Hodge-Tate d’un espace en niveau infini vers
l’espace des pe´riodes de Hodge-De-Rham de l’autre espace, le principe e´tant que via l’i-
somorphisme entre les deux tours les pe´riodes de Hodge-De-Rham et de Hodge-Tate sont
permute´es.
L’espace des pe´riodes de Hodge-De-Rham associe´ a` l’espace de Drinfeld Ω̂ est l’espace de
Drinfeld lui-meˆme : l’application des pe´riodes de Hodge-De-Rham est un isomorphisme sur
son image pour cet espace (et posse`de donc un mode`le entier (i.e. sans inverser p) donne´ par
l’identite´).
Ainsi dans la section 2 on construit un morphisme de pe´riodes de Hodge-Tate (note´ (A)
dans la figure 1) de l’espace de Lubin-Tate “en niveau infini” e´clate´ X˜∞ vers l’espace de
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Drinfeld Ω̂. Pour de´finir ce morphisme nous avons besoin d’e´clater (et normaliser) le sche´ma
formel X∞ construit dans [9] pour deux raisons :
– La premie`re est que l’on doit platifier par e´clatements l’image d’une certaine application
de Hodge-Tate afin de de´finir une version entie`re de celle-ci (la suite de Hodge-Tate
pre´ce´dente ne peut eˆtre exacte qu’apre`s inversion de p)
– La seconde vient du fait qu’une fois qu’on a platifie´ la suite de Hodge-Tate on a un mor-
phisme d’un certain e´clate´ de X∞ vers un espace projectif, mais Ω̂ est lui-meˆme obtenu
par e´clatement de l’espace projectif. Il faut donc tirer en arrie`re de tels e´clatements
vers X∞ afin de relever le morphisme de´fini vers l’espace projectif a` Ω̂. Cela est rendu
ne´cessaire par le fait que la de´composition cellulaire de X∞ construite dans [9] et indexe´e
par un immeuble de Bruhat-Tits ne correspond pas a` la de´composition cellulaire usuelle
de Ω̂ associe´e a` l’immeuble du groupe line´aire. En effet, on a vu dans [8] que l’image du
domaine fondamental de Gross-Hopkins (qui vit dans l’espace de Lubin-Tate) dans Ω
est un domaine polye`dral qui n’apparaˆıt pas dans la structure simpliciale de l’immeuble,
et donc n’apparaˆıt pas dans la fibre spe´ciale de Ω̂.
L’espace des pe´riodes de Hodge-De-Rham associe´ a` l’espace de Lubin-Tate est le sche´ma
formel P̂n−1. De la meˆme fac¸on que pre´ce´demment on de´finit dans la section 4 un morphisme
de pe´riodes de Hodge-Tate (note´ (B)) d’un e´clate´ Y˜∞ du sche´ma formel associe´ a` l’espace de
Drinfeld en niveau infini note´ Y∞ vers l’espace des pe´riodes de Hodge-De-Rham de l’espace
Lubin-Tate P̂n−1. L’e´clatement sert a` platifier la suite de Hodge-Tate.
– Apre`s avoir construit ces deux morphismes de pe´riodes de Hodge-Tate on les rele`ve aux
espaces de modules sans structure de niveau.
– Dans le cas de l’espace de Drinfeld c’est imme´diat puisque l’application des pe´riodes
est l’identite´ (ou plutoˆt la projection
∐
Z Ω̂ −→ Ω̂ puisque l’on conside`re les espaces
de Rapoport-Zink). On peut donc relever le morphisme note´ pre´ce´demment (A) en un
morphisme X˜∞ −→
∐
Z Ω̂.
– Dans le cas de l’espace de Lubin-Tate cela s’ave`re plus complexe. Commenc¸ons par
rappeler que le sche´ma formel X∞ a e´te´ construit comme recollement de cellules (des
sche´mas formels π-adiques affines) “en niveau infini” Da,∞ ou` l’indice a varie dans les
sommets d’un immeuble de Bruhat-Tits. La cellule Da,∞ est au dessus d’une cellule sans
niveau Da. On utilise le fait ([12], [9]) que l’application des pe´riodes rigide Driga −→
(Pn−1)rig est un isomorphisme sur son image, un ouvert admissible dans (Pn−1)rig.
Quitte a` former un e´clatement formel admissible
˜̂Pn−1 −→ P̂n−1 on peut faire apparaˆıtre
cet ouvert dans la fibre spe´ciale de
˜̂Pn−1. Alors l’application des pe´riodes de Hodge-De-
Rham devient entie`re sur Da et induit un isomorphisme entre Da et cet ouvert. Tirant en
arrie`re l’e´clatement
˜̂Pn−1 −→ P̂n−1 sur Y˜∞ on obtient un e´clatement
˜˜
Y∞ −→ Y˜∞ tel que
sur cet e´clate´ le morphisme de pe´riodes de Hodge-Tate (B) s’e´tende en un morphisme
note´ (C) vers
˜̂Pn−1. Graˆce au fait que le morphisme des pe´riodes est un isomorphisme
entre Da et un ouvert de
˜̂Pn−1 on a une section sur cet ouvert qui permet de relever le
morphisme (C) (c’est un peu plus complique´ que cela car la section n’existe que sur un
ouvert...) de
˜˜
Y∞ vers la cellule sans niveau Da. Tout cela est fait dans la section 5.
– Il reste maintenant a` relever nos deux morphismes dont le but est un des sche´mas formels
sans niveau vers le sche´ma formel en niveau infini. Pour cela il faut construire des e´le´ments
dans le module de Tate de l’image re´ciproque par notre morphisme du groupe p-divisibles
universel sur l’espace au but du morphisme. On utilise pour cela la the´orie de Messing. Celle-
ci permet de transfe´rer des e´le´ments du module de Tate d’un groupe p-divisible vers un autre
en les transfe´rant modulo p puis en utilisant le crite`re de rele`vement de Messing (le fait qu’un
morphisme induit au niveau des cristaux est compatible aux filtrations de Hodge). Cela est
fait dans la section 3 pour le morphisme de Lubin-Tate vers Drinfeld et dans la section 6
dans l’autre sens.
4 LAURENT FARGUES
– Enfin dans la section 7 on e´clate de nouveaux ide´aux (et normalise) afin de construire les
deux sche´mas formels finaux e´clate´s isomorphes. Pour cela on de´veloppe dans l’appendice
une the´orie des e´clatements formels admissibles et normalisation dans la fibre ge´ne´rique pour
des sche´mas formels π-adiques ne satisfaisant aucune condition de finitude. Les re´sultats de
l’appendice permettent e´galement de voir que les e´clatements/normalisation effectue´s durant
la de´monstration peuvent se faire directement en niveau infini.
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Figure 1. Le sche´ma de la de´monstration
Pre´requis : La lecture des articles [9] et [10] est indispensable puisque cet article leur fait
suite. Par contre nous n’utiliserons quasiment pas l’article [8] (nous l’utilisons dans la section
2.2, cependant la section 2.2 de [10] serait suffisante mais donnerait lieu a` des e´clatements
supple´mentaires). Nous utilisons la the´orie de [6] des “strict O-actions” afin de “simplifier” les
notations. Le lecteur ne connaissant pas [6] pourra supposer F = Qp. Outre la connaissance des
diverses re´fe´rences de´ja` cite´es dans les pre´requis de [9] et [10] le lecteur doit eˆtre familier avec
la the´orie de Raynaud des e´clatements formels admissibles telle qu’expose´e dans [3]. Bien qu’elle
n’aparaisse pas dans les de´monstrations, la the´orie de Fontaine est au coeur de cet isomorphisme
et a toujours e´te´ pre´sente a` l’esprit de l’auteur (cf. [10]).
Enfin, il apparaitra comme clair au lecteur que l’auteur de cet article s’est largement inspire´
des travaux de Faltings [7].
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Notations
On fixe F une extension de degre´ fini de Qp. On note O son anneau des entiers et Fq son corps
re´siduel. Enfin on fixe une cloˆture alge´brique Fq de Fq et l’on note O˘ =WO(Fq).
Fixons LT un groupe de Lubin-Tate de hauteur 1 relativement a` l’extension F |Qp sur O˘. On
note alors F/OF (1) = LT [π∞](OF ) et OF (1) = Tp(LT ) son module de Tate. Enfin on fixe un
ge´ne´rateur βLT du O˘-module de rang 1 ωLT des formes diffe´rentielles invariantes sur LT .
Soit H un O-module π-divisible formel de dimension 1 et hauteur n sur Fq. Soit D une alge`bre a`
division d’invariant 1/n sur F . On identifie alors OD a` End(H). On fixe un OD-module π-divisible
formel spe´cial G de hauteur n2 sur Fq muni d’une isoge´nie OD-e´quivariante
∆ : Hn −→ G
(on renvoie a` [10]). On note D(H), resp. D(G), les modules de Dieudonne´ covariants de H, resp.
G, relativement a` l’extension F |Qp (on renvoit a` l’appendice B de [9]). Ce sont des O˘-modules
de rang n, resp. n2, munis d’un endomorphisme σ−1-line´aire V , le Verschiebung, ou` σ de´signe le
Frobenius de WO(Fq).
Soit Π une uniformisante de OD. Soit Fn une extension non-ramifie´e de degre´ n de F dans D.
La bijection OD
∼
−−→ End(H) induit un morphisme OFn −→ Fq par action de OFn sur l’alge`bre de
Lie de H. Cela permet d’identifier le corps re´siduel de Fn a` Fqn et fournit un plongement Fn →֒ F˘ .
Fixons un isomorphisme
F
∼
−−→ D(H)V=ΠQ,0
ou` D(H)Q,0 de´signe le facteur direct de D(H)Q ou` OFn ⊂ OD = End(H) agit via le plongement
Fn →֒ F˘ .
Via ∆ cela induit un isomorphisme
Fn
∼
−−→ D(G)V=ΠQ,0
Cela nous permet d’identifier
EndOD(G)Q = EndOD (D(G)Q, V ) = End(D(G)
V=Π
Q,0 ) = Mn(F )
Pour un groupe M on note M le faisceau constant associe´.
1. La bestiole du cote´ Drinfeld
Dans l’article [9] on a construit un sche´ma formel p-adique X∞ sur Spf(O˘) muni d’une action
de GLn(F )×D×. Nous construisons maintenant son e´quivalent du cote´ Drinfeld.
Rappelons qu’un sche´ma formel localement de type fini plat sur Spf(O˘) est un sche´ma formel
localement de la forme Spf(A) ou` A est une O˘-alge`bre π-adiquement comple`te topologiquement
de type fini sans π-torsion c’est a` dire un quotient sans π-torsion d’une alge`bre du type O˘ <
T1, . . . , Tn >, les se´ries formels π-adiquement convergentes. Rappelons e´galement que pour ce type
de sche´mas formels on a une bonne notion de sche´ma formel normal ainsi que de normalise´ (on
renvoie a` l’appendice A de [9]).
Rappelons e´galement qu’on appelle sche´ma formel π-adique (sous entendu sur Spf(O˘))
un sche´ma formel Z pour lequel πOZ est un ide´al de de´finition. La cate´gorie des sche´mas
formels π-adiques est donc e´quivalente a` la 2-limite projective de la cate´gorie des sche´mas sur
(Spec(O˘/πkO˘))k≥1, c’est a` dire les familles (Zk)k≥1 munies de donne´es de ‘re´duction ou` Zk
est un sche´ma sur Spec(O˘/πkO˘) et la donne´e de re´duction est un ensemble d’isomorphismes
Zk+1 ⊗ O˘/πkO˘
∼
−−→ Zk satisfaisant des conditions de cocyles e´videntes.
Enfin tous les sche´mas formels conside´re´s seront quasi-se´pare´s.
Lemme 1.1. — Soit K un sous-groupe compact ouvert de O×D. Le foncteur de´fini sur la cate´gorie
des sche´mas formels localement de type fini sur Spf(O˘) plats et normaux qui a` Z associe l’ensemble
des classes d’isomorphismes de triplets (G, ρ, η) ou`
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– G est un OD-module formel spe´cial sur Z
– ρ : G×
Fq
(Z mod π) −→ G×Z (Z mod π) est une quasi-isoge´nie OD-e´quivariante
– η : OD
∼
−−→ Tp(Grig) [K] est une structure de niveau K sur Zrig
est repre´sentable.
De´monstration. Si K = O×D le foncteur classifie les couples (G, ρ) modulo isomorphisme. On
sait alors qu’il est repre´sentable (non-canoniquement) par le sche´ma formel∐
Z
Ω̂
ou` Ω̂ est le sche´ma formel de Deligne-Drinfeld sur Spf(O˘) et la composante indexe´e par l’entier
h dans l’union disjointe sur Z classifie les couples (G, ρ) avec ht ρ = nh (par hauteur on entend
hauteur au sens des O-modules π-divisibles).
Pour K ge´ne´ral l’espace classifiant des structures de niveau K sur l’espace rigide fibre ge´ne´rique
de l’espace pre´ce´dent est un espace rigide ∐
Z
ΩK
e´tale fini au dessus de ∐
Z
Ω̂rig
D’apre`s l’appendice A.3 de [9] le foncteur de l’e´nonce´ est donc repre´sentable par le normalise´ de∐
Z Ω̂ dans
∐
Z ΩK .
Remarque 1.2. — Avec les notations de la de´monstration pre´ce´dente rappelons que si
ΠK : ΩK −→ Ω̂
rig
est le morphisme d’oubli de la structure de niveau,
sp : Ω̂rig −→ Ω̂
le morphisme de topos annele´s de “spe´cialisation” et O0ΩK ⊂ OΩK le sous-faisceau des fonctions
rigides
O0ΩK = {f ∈ OΩK | ‖f‖∞ ≤ 1}
alors sp∗ΠK∗O
0
ΩK
est une OΩ̂-alge`bre cohe´rente et si
Ω̂K = Spf
(
sp∗ΠK∗O
0
ΩK
)
alors Ω̂K est un sche´ma formel localement de type fini sur Spf(O˘) et
∐
Z Ω̂K repre´sente le sche´ma
formel du lemme pre´ce´dent.
De´finition 1.3. — On note YK le sche´ma formel pre´ce´dent. On obtient ainsi une tour de sche´ma
formels π-adiques dont les morphismes de transition sont finis et qui est munie d’une action de
GLn(F )×O
×
D via
∀(g, d) ∈ GLn(F )×O
×
D (g, d) : YK −→ YdKd−1
ou` GLn(F ) agit a` gauche et O
×
D a` droite. Cette action est de´finie en posant
(g, d).(G, ρ, η) = (G, ρ ◦ g−1, η ◦ d−1)
ou`
d−1 : OD −→ OD
d′ 7−→ d′d−1
et on utilise l’identification de GLn(F ) a` EndOD(G)
×
Q .
Lemme 1.4. — L’action de GLn(F )×O
×
D s’e´tend en une action de GLn(F )×D
×.
De´monstration. Pour (G, ρ, η) ∈ YK et (g, d) ∈ GLn(F )×D× posons (g, d).(G, ρ, η) = (G′, ρ′, η′)
ou`
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– si d ∈ OD, d ∈ ΠaOD, alors
G′ = G/G[Πa]
et si ϕ est l’isoge´nie ϕ : G։ G/G[Πa] alors
ρ′ = ϕ ◦ ρ ◦ g−1
et η′ fait commuter le diagramme suivant
OD
•d

η
≃
// Tp(Grig) _
ϕ∗

[K]
OD
η′
≃
// Tp(G′
rig
) [dKd−1]
– pour d ge´ne´ral on pose
(g, d).(G, ρ, η) = (πbg, πbd).(G, ρ, η)
avec b >> 0.
On ve´rifie que cela de´finit bien une action pour laquelle ∀x ∈ F× (x, x) ∈ GLn(F ) × D× agit
trivialement.
Remarque 1.5. — Le fait que l’action de O×D s’e´tende en une action de D
× au normalise´ re´sulte
en fait de ce que le sous-groupe compact maximal O×D est distingue´ dans D
×. Cela est faux en
ge´ne´ral pour un espace de Rapoport-Zink quelconque.
De´finition 1.6. — On note Y∞ le sche´ma formel π-adique GLn(F )×D×-e´quivariant sur Spf(O˘)
limite projective dans la cate´gorie des sche´mas formels π-adiques des (YK)K⊂O×
D
.
Remarque 1.7. — Dans [9] on a construit le sche´ma formel X∞ du cote´ Lubin-Tate par recolle-
ment de cellules (des sche´ma formels) indexe´es par les sommets d’un immeuble de Bruhat-Tits.
Le sche´ma formel Y∞ admet une telle de´composition cellulaire puisque c’est le cas de Ω̂. Cepen-
dant pour Y∞ les cellules sont indexe´es par les simplexes de l’immeuble. La raison en est que via
l’isomorphisme entre les deux tours le domaine fondamental de Gross-Hopkins dans l’espace de
Lubin-Tate n’est pas envoye´ sur un simplexe de l’immeuble du cote´ Drinfeld mais sur un sous-
ensemble plus petit (il s’agit d’un domaine fondamental pour toutes les correspondances de Hecke
sphe´riques alors qu’un simplexe maximal est un domaine fondamental pour les correspondances
de degre´ un multiple de n, cf. [8]). Les deux de´compositions cellulaires de X∞ et Y∞ ne se corre-
spondent donc pas directement. C’est une des raisons pour lesquelles on devra e´clater le sche´ma
formel Y∞ pour faire apparaˆıtre cet ensemble plus petit que le simplexe qui n’apparaˆıt pas dans
la fibre de spe´ciale de Ω̂.
2. Construction du morphisme X˜∞ −→ Ω̂
Le but de ce chapitre est de construire un morphisme e´quivariant d’un certain e´clate´ de X∞
vers le sche´ma formel de Deligne-Drinfeld Ω̂.
2.1. De´finition de l’application de Hodge-Tate sur une cellule de X∞. — On reprend
les notations de [9]. Soit a = [Λ,M ] un sommet de l’immeuble I de (GLn/F ×D
×)/Gm. Soit
Da,∞ = lim
←−
K⊂GL(Λ)
Da,K
le sche´ma formel affine π-adique sur Spf(O˘) construit dans [9] (la cellule associe´e au sommet a).
Afin d’alle´ger les notations nous noterons momentane´ment
D := Da,GL(Λ)
∀k ≥ 1 Dk := Da,Id+pikEnd(Λ)
et D∞ := lim
←−
k
Dk
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Fait admis : On admettra que ∀k ≥ 1 OF /πkOF (1) est trivial sur Dk, c’est a` dire ODk contient
les points de πk-torsion d’un groupe de Lubin-Tate de hauteur 1 (si F = Qp Dk −→ Spf(Zp[ζpk ])).
L’auteur pre´voit d’en donner la dmonstration dans [11], comme corollaire de la construction d’une
application de´terminant
Soit H le O-module π-divisible universel sur D. On note H∨ son dual strict au sens de Faltings
([6]). D’apre`s la remarque 8.2 de [9] pour tout entier k ≥ 1 le groupe H est muni d’une structure
de niveau de Drinfeld de niveau k sur Dk
η : π−kΛ/Λ −→ H [πk](Dk)
Rappelons qu’e´tant donne´e que Dk est normal l’application fibre ge´ne´rique induit une bijection
entre ensembles finis
π0(Dk)
∼
−−→ π0(D
rig
k )
Si Z est une composante connexe de Dk alors η induit une bijection
η : π−kΛ/Λ
∼
−−→ H [πk](Z)
puisque le sche´ma formel Z e´tant normal et H [πk] un groupe plat fini on a
H [πk](Z) = H [πk]rig(Zrig)
et que par de´finition d’une structure de niveau sur la fibre fibre ge´ne´rique un tel η doit induire
un isomorphisme en fibre ge´ne´rique sur chaque composante connexe. De plus pour une telle com-
posante connexe l’accouplement de dualite´
H [πk](Z)×H [πk]∨(Z) −→ F/OF (1)
est parfait puisque c’est le cas en fibre ge´ne´rique. L’isomorphisme η induit donc pour chaque
composante connexe Z de Dk un isomorphisme
η∨ : Λ∗/πkΛ∗(1)
∼
−−→ H [πk]∨(Z)
Rappelons que l’inclusion H [πk] →֒ H induit un isomorphisme
ωH/π
kωH
∼
−−→ ωH[pik]
Pour tout D-sche´ma formel Z il y a une application de Hodge-Tate modulo πk
H [πk]∨(Z) −→ ωH[pik] ⊗OD OZ = ωH ⊗OZ/π
kOZ
x 7−→ (x∨)∗βLT
ou` si x ∈ H [πk]∨(Z), x correspond a` un morphisme strict
x∨ : H [πk]×D Z −→ LT [π
k]
et (x∨)∗ est le morphisme induit au niveau des formes diffe´rentielles invariantes.
En particulier appliquant cela pour Z variant parmi les composantes connexes de Dk et utilisant
la rigidification η∨, on obtient une application de Hodge-Tate
αH∨ [pik] : Λ
∗ ⊗ODk/π
kODk(1) −→ ωH ⊗ODk/π
kODk
Ces diffe´rentes applications sont compatibles lorsque k varie :
αH∨[pik+1] mod π
k ≡ αH∨[pik] ⊗ODk ODk+1
On en de´duit un morphisme de Hodge-Tate
αH∨ : Λ
∗ ⊗OF OD∞(1) −→ ωH ⊗OD∞
ve´rifiant
∀k αH∨ mod π
k ≡ αH∨[pik] ⊗ODk OD∞
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2.2. Rappels de quelques re´sultats de [8] sur l’application de Hodge-Tate dans le cas
d’un point. —
Proposition 2.1. — Soit K|F un corps value´ complet pour une valuation v a` valeurs dans R
e´tendant celle de F . Soit H un O-module π-divisible formel de dimension 1 sur OK et
αH∨ : Tp(H
∨) −→ ωH ⊗O
K̂
l’application de Hodge-Tate de H∨. Supposons que le polygone de Newton de la multiplication par
π associe´ a` H soit dans le domaine fondamental de Gross-Hopkins. Alors
∀w ∈ Tp(H
∨) \ πTp(H
∨) αH∨ (w) /∈ π
2.ωH ⊗O
K̂
De´monstration. Cela re´sulte de la formule donne´e dans la de´monstration du the´ore`me 6.1 de
[8] qui exprime la valuation de αH∨ (w) en fonction du polygone de Newton P lorsque celui-ci est
dans le “simplexe fondamental” :
v(αH∨ (w)) =
q
q − 1
(
1− (P(qi−1)− P(qi))
)
Citons e´galement la proposition suivante qui re´sulte imme´diatement de [8].
Proposition 2.2. — Reprenons les hypothe`ses de la proposition pre´ce´dente. Soit Ω(K̂) ⊂
P(Vp(H∨))(K̂) l’espace de Drinfeld et I l’immeuble de PGL(Vp(H∨)). Soit λ : Ω(K̂) −→ |I| la
re´traction sur la re´alisation ge´ome´trique de l’immeuble. Soit E l’e´toile du sommet [Tp(H
∨)] dans
I et |E| sa re´alisation ge´ome´trique,
|E| =
⋃
σ simplexe de I
[Tp(H∨)]∈σ
|σ|
Alors si x ∈ Ω(K̂) est le point correspondant a` αH∨
λ(x) ∈ Inte´rieur(|E|)
2.3. Quelques rappels sur le sche´ma formel de Deligne-Drinfeld. —
2.3.1. L’ouvert associe´ a` un simplexe. — Soit σ un simplexe de l’immeuble de PGLn/F repre´sente´
par une suite de re´seaux
πΛ1 ( Λr ( · · · ( Λ1
On note alors Ω̂σ le sche´ma formel classifiant les diagrammes
Λr+1 = πΛ1
  //
u1pi
−1

Λr
  //
ur

. . . 
 // Λi
  //
ui

. . . 
 // Λ1
u1

L1 //
×pi
77Lr
// . . . // Li // . . . // L1
sur un OF -sche´ma S sur lequel π est nilpotent ou` les Li, 1 ≤ i ≤ r, sont des fibre´s en droites, les
applications ui sont OF -line´aires et ∀i, 1 ≤ i ≤ r, ∀x ∈ S
ker(Λi/πΛi −→ Li ⊗ k(x)) ⊂ Λi+1/πΛi
On remarquera en particulier que ∀i les sections ui(Λi) engendrent le fibre´ Li.
Soit maintenant P̂(Λ1) le sche´ma formel comple´te´ π-adique de l’espace projectif P(Λ1) sur
Spec(OF ). Le simplexe de´finit un drapeau de varie´te´s line´aires dans la fibre spe´ciale de P̂(Λ1)
P(Λ1/Λ2) ( P(Λ1/Λ3) ( · · · ( P(Λ1/Λr) ( P(Λ1/πΛ1) = P̂(Λ1)×Spf(OF ) Spec(Fq)
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Notons Ŵσ l’e´clatement formel admissible de toutes ces varie´te´s de la fibre spe´ciale. Si
u : Λ1 ⊗OF OP̂(Λ1) ։ OP̂(Λ1)(1)
de´signe le morphisme universel sur P̂(Λ1) et si
∀1 ≤ i ≤ r IΛi = u(Λi ⊗OP̂(Λ1))(−1) ⊂ OP̂(Λ1)
est l’ide´al cohe´rent de´finissant P(Λ1/Λi) →֒ P̂(Λ1) alors Wσ est l’e´clatement formel admissible de
l’ide´al ∏
1≤i≤r
IΛi
Ainsi sur Ŵσ l’image par u des Λi devient localement libre de rang 1 et Ŵσ classifie les diagrammes
Λr+1 = πΛ1
  //
u1pi
−1

Λr
  //
ur

. . . 
 // Λi
  //
ui

. . . 
 // Λ1
u1

L1 //
×pi
77Lr
// . . . // Li // . . . // L1
sur un OF -sche´ma S sur lequel π est nilpotent ou` les Li sont des fibre´s en droites et ∀i ui(Λi)
engendre Li, ou encore de fac¸on e´quivalente ∀x ∈ S l’application Λi/πΛi −→ Li ⊗ k(x) est non-
nulle.
Il re´sulte de cette description que
Ω̂σ ⊂ Ŵσ
est un sous-sche´ma formel ouvert.
Exemple 2.3. — Lorsque n = 2 Ŵσ est le sche´ma formel stable dont la fibre spe´ciale est l’union
d’une droite projective D sur Fq et de droites projectives (Lx)x∈D(Fq) telles que la droite Lx
intersecte D en x. Le sche´ma formel Ω̂σ est l’ouvert obtenu en retirant les points sur Fq des droites
projectives (Lx)x, excepte´ le point {x} = Lx ∩D.
Remarque 2.4. — Une autre de´finition de Ŵσ consisterait a` e´clater P(Λ1) le long de P(Λ1/Λ2)
puis e´clater le transforme´ strict de P(Λ1/Λ3), puis le transforme´ strict de P(Λ1/Λ4) et ainsi de
suite, puis de prendre le comple´te´ p-adique du sche´ma obtenu. On peut ve´rifier que ces deux
de´finitions co¨ıncident (utiliser le fait que les sous-varie´te´s de la fibre spe´ciale que l’on e´clate sont
de´finies pas des suites re´gulie`res).
Si σ′ ⊂ σ est un sous-simplexe il y a alors une immersion ouverte naturelle Ω̂σ′ ⊂ Ω̂σ et
le sche´ma formel de Deligne-Drinfeld Ω̂ est ainsi obtenu par recollement des Ω̂σ en utilisant les
relations de faces donne´es par l’immeuble.
2.3.2. L’ouvert associe´ a` l’e´toile d’un sommet. — Fixons maintenant un re´seau Λ. Soit E(Λ)
l’e´toile de Λ dans l’immeuble c’est a` dire
E(Λ) =
⋃
σ simplexe
[Λ]∈σ
σ
Inte´ressons-nous a`
Ω̂E(Λ) =
⋃
σ
[Λ]∈σ
Ω̂σ ⊂ Ω̂
Soit ŴE(Λ) le sche´ma formel suivant. Partons de P̂(Λ) est conside´rons la famille de sous-varie´te´s
line´aires de sa fibre spe´ciale
{P(Λ/Λ′) | πΛ ( Λ′ ( Λ}
De´finissons ŴE(Λ) comme l’e´clate´ formel admissible de cette famille de sous-varie´te´s. Plus
pre´cise´ment, si
u : Λ⊗O
P̂(Λ) ։ OP̂(Λ)(1)
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de´signe le morphisme universel sur P̂(Λ) alors ŴE(Λ) est l’e´clate´ formel admissible du produit des
ide´aux u(Λ′ ⊗O
P̂(Λ))(−1) pour πΛ ( Λ
′ ( Λ.
Alors
Ω̂E(Λ) ⊂ ŴE(Λ)
est un sous-sche´ma formel ouvert. Pour tout sche´ma formel π-adique sans π-torsion Z sur Spf(OF )
l’ensemble ŴE(Λ)(Z) est (fonctoriellement en Z) l’ensemble des classes d’isomorphismes
[u : Λ⊗OZ ։ L] ∈ P̂(Λ)(Z)
telles que ∀Λ′, πΛ ( Λ′ ( Λ u(Λ′ ⊗ OZ) soit localement libre de rang 1 (si Z a de la π-torsion
c’est a` dire n’est pas plat sur Spf(OF ) alors la description de ŴE(Λ)(Z) est plus complexe).
Soit maintenant le domaine analytique ferme´ associe´ dans l’espace de Berkovich fibre ge´ne´rique
Ω̂anE(Λ) ⊂ Ŵ
an
E(Λ) = P(Λ)
an = (Pn−1)an
Si λ : Ω −→ |I| de´signe l’application vers la re´alisation ge´ome´trique de l’immeuble I alors
Ω̂anE(Λ) = λ
−1 (|E(Λ)|)
Nous aurons besoin du lemme suivant qui dit que sur l’ouvert Ω̂E(Λ) de ŴE(Λ) il est inutile
d’e´clater de nouveaux re´seaux.
Lemme 2.5. — Soit Z un sche´ma formel π-adique sans π-torsion sur Spf(O). Soit L un fibre´ en
droites sur Z et u : Λ⊗OZ ։ L un morphisme donnant naissance a` un morphisme Z −→ Ω̂E(Λ).
Alors, pour tout re´seau Λ′ ⊂ Λ u(Λ′ ⊗OZ) ⊂ L est localement libre de rang 1.
De´monstration. Il suffit de le montrer pour Z = Ω̂σ ou` σ est un simplexe maximal posse´dant
[Λ] comme sommet. Soit donc σ un simplexe maximal associe´ a` une chaˆıne Λn+1 = πΛ ( Λn (
· · · ( Λ2 ( Λ1 = Λ. Soit
Λn+1 = πΛ1
  //
u1pi
−1

Λn
  //
un

. . . 
 // Λi
  //
ui

. . . 
 // Λ1
u1

L1 //
×pi
77Ln
// . . . // Li // . . . // L1
le diagramme universel sur Ω̂σ. Deux simplexes de l’immeuble sont contenus dans un meˆme ap-
partement. Il existe donc une base (e1, . . . , en) de Λ telle que
∀i ≥ 2 Λi =< πe1, . . . , πei−1, ei, . . . , en >
et des entiers (a1, . . . , an) ∈ Nn tels que Λ′ =< πa1e1, . . . , πanen >.
Pour tout i, par de´finition de Ω̂σ,
OΩ̂σ .u(ei) = Li
Soit donc α = inf{ai | 1 ≤ i ≤ n} et i0 = inf{i | ai = α}. Alors
u(Λ′ ⊗OΩ̂σ ) = π
αLi0
2.3.3. Recollement des morphismes vers Ω̂. — L’ide´e de cette sous-section repose sur l’analogie
suivante. Soit S un sche´ma et Y un S-sche´ma se´pare´. Soit X un sche´ma muni d’un ouvert
U ⊂ X sche´matiquement dense (par exemple U dense et X re´duit). Soient deux S-morphismes
X
//// Y co¨ıncidant sur l’ouvert U . Alors ces deux morphismes sont e´gaux. L’analogie sera
faite avec X un sche´ma formel π-adique sans π-torsion, U “l’ouvert π 6= 0” et Y = Ω̂.
Sur l’espace annele´ (Ω̂,OΩ̂[
1
pi ]) vit un OΩ̂[
1
pi ]-module localement libre de rang 1 L ainsi qu’un
morphisme injectif
u : Fn →֒ L
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induisant un e´pimorphisme OΩ̂[
1
pi ]
n
։ L. Cet objet est construit de la fac¸on suivante. Soit σ un
simplexe de l’immeuble associe´ a` une chaˆıne de re´seaux πΛ1 ( Λr ( · · · ( Λ1. Soit Ω̂σ ⊂ Ω̂
l’ouvert correspondant. Alors le diagramme
Λr+1 = πΛ1
  //
u1pi
−1

Λr
  //
ur

. . . 
 // Λi
  //
ui

. . . 
 // Λ1
u1

L1 //
×pi
77Lr
// . . . // Li // . . . // L1
sur Ω̂σ devient apre`s inversion de π c’est a` dire sur l’espace annele´ (Ω̂σ,OΩ̂σ [
1
pi ])
Λr+1[
1
pi ] = πΛ1[
1
pi ]
u1pi
−1

Λr[
1
pi ]
ur

. . . Λi[
1
pi ]
ui

. . . Λ1[
1
pi ]
u1

Fn
L1[
1
pi ]
∼ // Lr[
1
pi ]
∼ // . . . ∼ // Li[
1
pi ]
∼ // . . . ∼ // L1[
1
pi ]
et fournit donc l’objet voulu sur Ω̂σ. On ve´rifie aussitoˆt que ces diffe´rents objets se recollent
sur Ω̂. En fait le OΩ̂[
1
pi ]-module L est libre de rang 1 isomorphe a` OΩ̂[
1
pi ] mais nous ne fixons pas
d’isomorphisme entre L et OΩ̂[
1
pi ]. Lorsque Λ varie parmi les re´seaux dans F
n les sous-OΩ̂-modules
OΩ̂.u(Λ) ⊂ L forment une chaˆıne de fibre´s en droites
(Li)i∈Z, Li ⊂ L, Li+1 ⊂ Li et πLi = Li+n
Si Fn de´signe le faisceau constant alors si
∀i ∈ Z ηi = u−1(Li) ⊂ F
n
la chaˆıne de sous-faisceaux (ηi)i∈Z ve´rifie ηi+1 ⊂ ηi et πηi = ηi+1 (ce sont les faisceaux con-
structibles associe´s a` Ω̂ par Drinfeld, cf. [5], [4]). Et si σ est un simplexe associe´ a` une chaˆıne
pe´riodique de re´seaux (Λi)i∈Z alors
Ω̂σ = {x ∈ Ω̂ | ∀i ηi,x ∈ {Λj | j ∈ Z}}
Remarque 2.6. — Si Z est un sche´ma formel quasi-se´pare´ π-adique sans π-torsion OZ[
1
pi ] est
le faisceau associe´ au pre´faisceau U 7→ Γ(U ,OZ)[
1
pi ]. Ainsi sur un ouvert quasicompact U on a
Γ(U ,OZ[
1
pi ]) = Γ(U ,OZ)[
1
pi ] mais cela est faux en ge´ne´ral. Par exemple sur Ω̂ les n sections de
L associe´es a` Fn −→ L ne sont pas associe´es a` des sections entie`res provenant d’un fibre´ en
droites sur Ω̂ ; lorsque l’on sort de tout ouvert quasicompact de Ω̂ les puissances de π dans les
de´nominateurs de ces n sections tendent vers l’infini.
Sur la fibre ge´ne´rique rigide, via le morphisme de topos annele´s sp : (Ω̂rig,OΩ̂rig ) −→
(Ω̂,OΩ̂[
1
pi ]), sp
∗[Fn →֒ L] induit le plongement Ω̂rig →֒ (Pn)rig.
Lemme 2.7. — Soit Z un sche´ma formel π-adique sans π-torsion sur Spf(OF ). Soient deux mor-
phismes Z
//
// Ω̂ et F
n −→ L, resp. Fn −→ L′, les objets associe´s sur (Z,OZ[
1
pi ]). Ces deux
morphismes sont e´gaux ssi il existe un isomorphisme α faisant commuter le diagramme suivant
L
α≃

Fn
77nnnnnnnn
''PP
PPP
PPP
L′
De´monstration. Il re´sulte des conside´rations pre´ce´dentes que le morphisme Fn −→ L permet de
reconstruire les chaˆınes de faisceaux (Li)i∈Z ainsi que (ηi)i∈Z. Le re´sultat s’en de´duit facilement.
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2.4. Sur le conoyau de l’application de Hodge-Tate. —
Proposition 2.8. — Soit l’application de Hodge-Tate tordue
αH∨(−1) : Λ
∗ ⊗OD∞ −→ ωH ⊗OD∞(−1)
Alors
∀w ∈ Λ∗ \ πΛ∗ π2ωH ⊗OD∞(−1) ⊂ OD∞ .αH∨(w ⊗ 1)
De meˆme
∀k ≥ 3 π2.ωH ⊗ODk/π
kODk(−1) ⊂ ODk/π
kODk .αH∨[pik](w ⊗ 1)
De´monstration. Afin de ne pas alourdir les notations oublions la torsion a` la Tate F (−1) dans
cette de´monstration. Choisissons un ge´ne´rateur t ∈ Γ(D, ωH) de ωH
ωH = OD.t
Soit f ∈ Γ(D3,OD3) tel que
αH∨(w ⊗ 1) ≡ αH∨ [pi3](w ⊗ 1) ≡ ft mod π
3OD3
Pour tout point x ∈ Drig3 (F˘ ), x : Spf(OK) −→ D3 avec K|F˘ de degre´ fini,
x∗αH∨(w ⊗ 1) = α(x∗H)∨ (w ⊗ 1) ≡ f(x).x
∗t mod π3OCp
ou` x∗H est un groupe p-divisible sur OK et ωx∗H = OK .x∗t. D’apre`s la proposition 2.1
α(x∗H)∨(w ⊗ 1) /∈ π
2OCp .x
∗t
Donc ∣∣∣∣ π2f(x)
∣∣∣∣ ≤ 1
La fonction rigide
π2
f
∈ Γ(Drig3 ,O
rig
D3
) ve´rifie donc∥∥∥∥π2f
∥∥∥∥
∞
≤ 1 =⇒
π2
f
∈ Γ(D3,OD3)
puisque D3 est normal (cf. l’appendice A de [9]). De cela on de´duit que
π2t ∈ OD3 .αH∨(w ⊗ 1) + π
3OD∞ .t
et donc, D∞ e´tant π-adique
π2t ∈ OD∞ .αH∨(w ⊗ 1)
De meˆme pour tout k ≥ 3
π2t ∈ ODk/π
kODk .αH∨[pik](w ⊗ 1) + π
3ODk/π
kODk .t
et on conclut comme pre´ce´demment.
2.5. E´clatement de la cellule et construction du morphisme de la cellule e´clate´e vers
Ω̂. — On identifie (Fn)∗ et Fn via la base duale de la base canonique de Fn. Rappelons que
Λ ⊂ Fn et donc Λ∗ est un re´seau de Fn.
Pour tout re´seau Λ′ ve´rifiant πΛ ( Λ′ ⊂ Λ∗ et tout entier k ≥ 3 soit l’ide´al cohe´rent
IΛ′,k ⊂ ODk
tel que πkODk ⊂ IΛ′,k et
αH∨[pik]
(
Λ′ ⊗ODk/π
kODk
)
= ωH ⊗ IΛ′,k/π
kODk
D’apre`s la proposition 2.8
π2ODk ⊂ IΛ′,k
et si k ≥ 3 et Πk,3 : Dk −→ D3 alors
ODk .Π
−1
k,3(IΛ′,3) = IΛ′,k
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De´finition 2.9. — Pour tout entier k ≥ 3 on note D˜k le normalise´ de l’e´clatement formel admis-
sible de Dk relativement aux ide´aux IΛ′,k ou` πΛ ( Λ′ ⊂ Λ∗.
Il re´sulte de la proprie´te´ e´nonce´e pre´ce´demment,ODk .Π
−1
k,3(IΛ′,3) = IΛ′,k, que D˜k est le normalise´
du transforme´ strict de Dk −→ D3 relativement a` l’e´clatement D˜3 −→ D3 (cf. section A.7.3 de
l’appendice) et donc les morphismes de transition D˜l −→ D˜k pour l ≥ k ≥ 3 sont finis.
De´finition 2.10. — On note D˜∞ = lim
←−
k≥3
D˜k dans la cate´gorie des sche´mas formels π-adiques.
Remarque 2.11. — D’apre`s les re´sultats de l’appendice on peut construire D˜∞ directement en
niveau infini comme le normalise´ dans sa fibre ge´ne´rique de l’e´clatement formel admissible des
ide´aux O
D˜∞
.Π−1∞,3IΛ′,3, cf. corollaire A.28 de l’appendice.
Avec les notations de la section 2.3 et d’apre`s les rappels de cette meˆme section l’application
de Hodge-Tate tordue
αH∨(−1) : Λ
∗ ⊗O
D˜∞
−→ ωH ⊗OD˜∞(−1)
induit un morphisme
D˜∞ −→ ŴE(Λ∗)
Proposition 2.12. — Le morphisme D˜∞ −→ ŴE(Λ∗) se factorise par l’ouvert Ω̂E(Λ∗) ⊂ ŴE(Λ∗)
et de´finit donc un morphisme D˜∞ −→ Ω̂.
De´monstration. Il suffit de ve´rifier qu’au niveau des fibres spe´ciales le morphisme
D˜∞ ⊗ Fq −→ ŴE(Λ∗) ⊗ Fq
se factorise via l’ouvert Ω̂E(Λ∗) ⊗ Fq.
Le sche´ma ŴE(Λ∗)⊗Fq e´tant de pre´sentation finie sur Spec(Fq) et D˜∞ = lim
←−
k
D˜k ⊗Fq, ∃k ≥ 3
et une factorisation
D˜∞ ⊗ Fq //

ŴE(Λ∗) ⊗ Fq
D˜k ⊗ Fq
88qqqqqqqqqq
Il suffit alors de montrer que l’image du morphisme D˜k ⊗ Fq −→ ŴE(Λ∗) ⊗ Fq est contenue dans
l’ouvert Ω̂E(Λ∗) ⊗ Fq.
Soit |D˜ank | = |D
an
k | l’espace analytique de Berkovich fibre ge´ne´rique de D˜k. D’apre`s la proposition
2.4.4. page 36 de [1] et puisque D˜k est normal le morphisme de spe´cialisation
sp : |D˜ank | −→ |D˜k ⊗ Fq|
est surjectif. Soit donc x ∈ D˜k ⊗ Fq et y ∈ D˜ank tel que sp(y) = x. Soit K|F˘ une extension value´e
comple`te telle que y provienne du point z ∈ D˜ank (K) = D˜k(OK), z : Spf(OK) −→ D˜k. On peut
de plus supposer que K = K̂. De`s lors ∃z′ ∈ D˜∞(K) tel que z′ 7→ z via D˜∞ −→ D˜k. D’apre`s la
proposition 2.2 l’image de z′ dans ŴE(Λ∗)(OK) est contenue dans Ω̂E(Λ∗)(OK) = Ω̂
an
E(Λ∗)(K) ⊂
Ŵ anE(Λ∗)(K) = P
n(K). Il en est donc de meˆme de l’image de z. Le morphisme de spe´cialisation
s’inscrit dans un diagramme
|D˜ank |
//
sp

|Ŵ anE(Λ∗)|
sp

|D˜k ⊗ Fq| // |ŴE(Λ∗) ⊗ Fq|
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on en de´duit que l’image de x dans ŴE(Λ∗) ⊗ Fq est dans l’ouvert Ω̂E(Λ∗) ⊗ Fq.
2.6. Recollement des morphismes sur les cellules. —
2.6.1. Recollement des cellules e´clate´es. — Soit a = [Λ,M ] un sommet de l’immeuble et ∀k ≥
3 D˜a,k la cellule e´clate´e de´finie dans les sections pre´ce´dentes en niveau Id + πkEnd(Λ) ⊂ GL(Λ).
Soit a→ a′ une arreˆte de l’immeuble (cf. [9]) ou` a′ = [Λ′,M ′] avec
Λ ( Λ′ ( π−1Λ et M ′ = Π−[Λ:Λ
′]M
On a de´fini dans [9] un ouvert Zariski Da→a′,k ⊂ Da,k. On note D˜a→a′,k son image re´ciproque a`
D˜a,k.
Rappelons que H est le groupe p-divisible universel sur Da. Sur Da→a′ il y a un sous-groupe
plat fini C ⊂ H [π]×Da Da→a′,k tel que η induise un diagramme commutatif
π−kΛ/Λ
η // H [πk]×Da Da→a′,k
Λ′/Λ //
?
OO
C
?
OO
et η induise une rigidification en fibre ge´ne´rique ηrig : Λ′/Λ
∼
−−→ Crig. Le groupe C est un sous-
groupe canonique “ge´ne´ralise´”. Si H ′ = H/C alors H ′ couple´ a` la de´formation universelle sur
Da→a′,k et η fournissent un morphisme
Da→a′,k −→ Da′→a,k−1
Proposition 2.13. — Supposons k ≥ 4. Alors l’application de recollement s’e´tend a` la cellule
e´clate´e. Plus pre´cise´ment, il y a alors un morphisme α faisant commuter le diagramme suivant
D˜a→a′,k

α // D˜a′→a,k−1

Da→a′,k // Da′→a,k−1
et induisant le morphisme de recollement de [9] en fibre ge´ne´rique.
De´monstration. Il s’agit de voir que par l’application de Hodge-Tate associe´ a` H ′[πk−1] sur
D˜a→a′,k l’image des re´seaux Λ′′ ve´rifiant πΛ′∗ ( Λ′′ ⊂ Λ′∗ est localement libre de rang 1. Pour
cela on va utiliser le lemme 2.5. Dans cette de´monstration on oublie une fois de plus les torsions
a` la Tate afin de ne pas alourdir les notations.
Pour G un groupe plat fini muni d’une action stricte de O le morphisme
αG∨ : G
∨ −→ ωG
est fonctorielle en G. Le morphisme H [πk−1] −→ H ′[πk−1] sur Da→a′,k induit donc un diagramme
Λ′∗ ⊗ODa→a′,k/π
k−1ODa→a′,k

α
H′∨[pik−1] // ωH′ ⊗ODa→a′,k/π
k−1ODa→a′,k

Λ∗ ⊗ODa→a′,k/π
k−1ODa→a′,k
α
H∨[pik−1] // ωH ⊗ODa→a′,k/π
k−1ODa→a′,k
ou` la fle`che verticale de gauche est induite par l’inclusion Λ′∗ ⊂ Λ∗. Fixons des rele`vements β,
resp. β′, de αH∨[pik−1], resp. αH′∨ [pik−1] fournissant un diagramme
Λ′∗ ⊗ODa→a′,k

β′ // ωH′ ⊗ODa→a′,k

Λ∗ ⊗ODa→a′,k
β // ωH ⊗ODa→a′,k
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qui commute modulo πk−1. E´tant donne´ que k ≥ 4 pour tout re´seau Λ′′ ve´rifiant πΛ ( Λ′′ ( Λ∗
puisque π2ODa,k ⊂ IΛ′′,k et d’apre`s les proprie´te´s de compatibilite´ du syste`me des ide´aux IΛ′′,k
lorsque k varie on a
β(Λ′′ ⊗ODa→a′,k) = ωH ⊗ (IΛ′′,k)|Da→a′,k
Le morphisme β ⊗OD
a→a′,k
O
D˜a→a′,k
de´finit donc un morphisme
D˜a→a′,k −→ ŴE(Λ∗)
Ce morphisme est congru modulo π au morphisme de´fini pre´ce´demment en niveau infini
D˜a→a′,∞ −→ Ω̂E(Λ∗). Il se factorise donc en un morphisme
D˜a→a′,k −→ Ω̂E(Λ∗)
Il re´sulte alors du lemme 2.5 que ∀Λ′′ ve´rifiant πΛ′∗ ( Λ′′ ⊂ Λ′∗ on a
β(Λ′′ ⊗O
D˜a→a′,k
) = ωH ⊗ J
ou` J est un ide´al localement libre de rang 1 dans O
D˜a→a′,k
. Fixons un tel Λ′′.
De la meˆme fac¸on que pre´ce´demment pour β, β′ ve´rifie
β′(Λ′′ ⊗O
D˜a→a′,k
) = ωH′ ⊗ J
′
ou` J ′ est un ide´al ve´rifiant π2O
D˜a→a′,k
⊂ J ′ (utiliser la proposition 2.8 applique´e a` Da′,k−1 et
l’application de Hodge-Tate de H ′∨[πk−1], puis restreint a` Da′→a,k−1 et enfin tire´e en arrie`re via
l’application Da→a′,k −→ Da′→a,k−1).
La congruence de β et β′ modulo πk−1 implique que dans ωH ⊗OD˜a→a′,k
on a
ωH′ ⊗ J
′ + πk−1.ωH ⊗OD˜a→a′,k
= ωH ⊗ J + π
k−1.ωHOD˜a→a′,k
Mais e´tant donne´ que (π2) ⊂ I, (π2) ⊂ I ′, que πωH ⊂ ωH′ (car C est inclus dans les points de
π-torsion de H) et que k ≥ 4 on en de´duit
J = J ′
De tout cela on de´duit que l’application
αH′∨ [pik−1] ⊗OD˜a→a′,k
: Λ′∗ ⊗O
D˜a→a′,k
/πk−1O
D˜a→a′,k
−→ ωH′ ⊗OD˜a→a′,k
/πk−1O
D˜a→a′,k
ve´rifie que ∀Λ′′ tel que πΛ′∗ ( Λ′′ ⊂ Λ′∗
αH′∨ [pik−1](Λ
′′ ⊗O
D˜a→a′,k
/πk−1O
D˜a→a′,k
) = ωH ⊗K/π
k−1O
D˜a→a′,k
ou` K est un ide´al localement libre de rang 1 contenant π2O
D˜a→a′,k
. D’ou` l’existence de la factori-
sation annonce´e.
De plus, ∀k ≥ 5 les applications de recollement compose´es
D˜a→a′,k −→ D˜a′→a,k−1 −→ D˜a→a′,k−2
sont les morphismes de changement de niveau. Elles induisent donc des isomorphismes en niveau
infini
D˜a−→a′,∞
∼ //
Id
66
D˜a′−→a,∞
∼ // D˜a−→a′,∞
On ve´rifie aise´ment que l’action de GLn(F )×D
× est naturellement compatible aux e´clatements :
∀(g, d) ∈ GLn(F )×D× et tout entier k ≥ 3 l’isomorphisme naturel
(g, d) : Da,Id+pikEnd(Λ)
∼
−−→ D(g,d).a,Id+pikEnd(g−1Λ)
s’e´tend en un isomorphisme
(g, d) : D˜a,Id+pikEnd(Λ)
∼
−−→ D˜(g,d).a,Id+pikEnd(g−1Λ)
et induit donc un isomorphisme en niveau infini en passant a` la limite projective.
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De´finition 2.14. — On note X˜∞ le sche´ma formel GLn(F ) ×D×-e´quivariant de´fini par le dia-
gramme de recollement ∐
a→a′ D˜a→a′,∞
//
//
∐
a D˜a,∞
// X˜∞
ou` ∀a → a′ les applications de recollement sont D˜a→a′,∞ →֒ D˜a,∞ l’inclusion naturelle et
D˜a→a′,∞
∼
−−→ D˜a′→a,∞ →֒ D˜a′,∞ l’application de recollement pre´ce´dente compose´e avec l’inclu-
sion naturelle.
2.6.2. Recollement des morphismes vers Ω̂. —
Proposition 2.15. — Les morphismes construits pre´ce´demment D˜a,∞ −→ Ω̂ pour des sommets
a de l’immeuble se recollent en un morphisme
X˜∞ −→ Ω̂
L’action a` droite de GLn(F ) sur X˜∞ et celle a` gauche sur Ω̂ se correspondent via g 7→ tg.
De´monstration. Il suffit de ve´rifier que pour toute areˆte a → a′ le diagramme suivant est
commutatif
D˜a,∞
""D
DD
DD
DD
D
D˜a→a′,∞
+

99ssssssss
s
%%KK
KK
KK
KK
Ω̂
D˜a′,∞
<<zzzzzzzz
Cela de´coule de la fonctorialite´ de l’application de Hodge-Tate rappele´e pre´ce´demment applique´e
a` l’isoge´nie “quotient par un sous-groupe canonique” sur le bord des cellules. Plus pre´cise´ment,
avec les notations de la de´monstration pre´ce´dente il y a un diagramme commutatif
Λ′∗ ⊗O
D˜a→a′ ,∞ _

αH′∨ // ωH′ _

Λ∗ ⊗O
D˜a→a′,∞
αH∨ // ωH
ou` H ′ est le quotient de H ×Da ×D˜a→a′,∞ par le sous-groupe canonique de´fini par η(Λ
′/Λ). La
proposition est donc une conse´quence du lemme 2.7
Remarque 2.16. — Le morphisme construit est invariant par l’action de D×, puisque construit
a` partir de l’application de Hodge-Tate du groupe de Lubin-Tate universel qui ne de´pend pas de
la rigidification modulo p (la de´formation note´e ρ).
3. Construction du morphisme X˜∞ −→ Y∞
Le but de ce chapitre est de relever le morphisme GLn(F )-e´quivariant de´fini pre´ce´demment
X˜∞ −→ Ω̂ en un morphisme GLn(F )×D×-e´quivariant X˜∞ −→ Y∞.
3.1. E´tude des normalise´s de Ω̂ dans la tour de Drinfeld. — Soit G le OD-module formel
spe´cial universel sur Ω̂. On note pour tout sous-groupe compact-ouvert K ⊂ O×D
ΩK −→ Ω̂
rig
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le reveˆtement e´tale fini classifiant les structures de niveau K sur Grig = lim
−→
k≥1
G[πk]rig. On note
Ω̂K le normalise´ de Ω̂ dans ΩK . Rappelons qu’alors
YK =
∐
Z
Ω̂K
Rappelons les deux faits suivants :
– Soit Z un sche´ma formel localement de type fini sans π-torsion sur Spf(O˘). Supposons Z
normal. Alors l’application qui a` un ouvert U de Z associe l’ouvert admissible Urig de Zrig
induit une bijection entre les parties ouvertes/ferme´es de Z et celles de Zrig.
– Soit X
ϕ
−−→ Y un morphisme e´tale fini d’espaces rigides et Y
s1 //
s2
// X deux sections de ϕ.
Alors l’espace rigide {s1 6= s2} est un ouvert/ferme´ de Y .
Lemme 3.1. — Soit m ∈ N∗. Soit α ∈ G[Πm]rig(G[Πm]rig) la section identite´ et e la section
neutre. soit U l’ouvert/ferme´ de G[πm]rig ou` Πm−1(α) 6= e c’est a` dire U = (Πm−1)−1(G[Π]rig \
{e}) avec Πm−1 : G[Πm]rig −→ G[Π]rig. Alors Ω1+ΠmOD = U .
De´monstration. L’espace Ω1+ΠmOD est le foncteur au dessus de Ω de´fini par
∀Y −→ Ω Ω1+ΠmOD (Y ) = {η : Π
−mOD/OD
∼
−−→ G[Πm]rig ×Ω Y }
ou` η est OD-line´aire et Π−mOD/OD de´signe le groupe e´tale constant. Se donner un morphisme η
OD-e´quivariant comme ci-dessus sur Y est e´quivalent a` se donner la section η(1) ∈ G[Πm]rig(Y ). La
condition que η soit un isomorphisme est e´quivalente a` ce que pour toute composante connexeW de
Y Πm−1(η(1))|W 6= 0 soit encore que le morphisme Y −→ G[Π
m]rig se factorise par l’ouvert/ferme´
U .
Corollaire 3.2. — Soit G˜[Πm] le normalise´ de G[Πm] dans G[Πm]rig (un O˘-sche´ma formel lo-
calement de type fini). Alors Ω̂1+ΠmOD est l’ouvert/ferme´ de G˜[Π
m] induisant l’ouvert ferme´ U
du lemme pre´ce´dent en fibre ge´ne´rique.
Corollaire 3.3. — Soit V = Spf(A) ⊂ Ω̂ un ouvert affine et G[Πm]|V = Spf(Bm) −→ Spf(A).
Soit W ⊂ Spec(Bm[
1
pi ]) l’ouvert ferme´ {Π
m−1 6= e} et B˜m le normalise´ de Bm. Alors si Spec(Am)
est l’adhe´rence sche´matique de W dans Spec(B˜m) le diagramme suivant est carte´sien
Spf(Am)
  //

Ω̂1+ΠmOD

Spf(A)
  // Ω̂
Exemple 3.4. — Pour illustrer les constructions pre´ce´dentes conside´rons l’espace de module
obtenu en mettant des points de torsion sur µp∞ sur Spec(Zp) (ce qui correspond au cas n = 1 et
F = Qp). On a µpn = Spec(Zp[T ]/(T p
n
− 1)). De plus Zp[T ]/(T p
n
− 1) = Zp[T ]/(
∏n
i=0Φpi(T )) ou`
Φk de´signe le k-ie`me polynoˆme cyclotomique. Alors le normalise´ de µpn s’e´crit
µ˜pn =
n∐
i=0
Spec( Zp[ζpi ]︸ ︷︷ ︸
Zp[T ]/(Φpi )
)
L’ouvert T p
n−1
6= 1 est Spec(Zp[ζpn ]) car Zp[T ]/(Φpi)
[
1
Tpn−1−1
]
= 0 si i < n puisqu’alors
Φpi |T
pn−1 − 1.
Proposition 3.5. — Soit Z un O˘-sche´ma formel π-adique sans π-torsion tel que OZ soit
inte´gralement ferme´ dans OZ[
1
pi ] (cela ne signifie rien d’autre que pour tout ouvert affine U de Z
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l’anneau Γ(U ,OZ) est inte´gralement clos dans Γ(U ,OZ)[
1
pi ], cf. section A.5 de l’appendice). Se
donner un morphisme
Z −→ Ω̂1+ΠmOD
est e´quivalent a` se donner un triplet (G′, ρ′, s) a` isomorphisme pre`s ou`
– (G′, ρ′) ∈ Ω̂(Z)
– s ∈ G′[Πm](Z) est une section telle qu’il existe un recouvrement affine (Spf(Ai))i de Z tel que
si G′i de´signe le groupe p-divisible sur Spec(Ai) associe´ au groupe p-divisible G
′ ×Z Spf(Ai)
alors sur Spec(Ai[
1
pi ]) la section s induit un isomorphisme
Π−mOD/OD
∼
−−→ G′i[Π
m]×Spec(Ai) Spec(Ai[
1
π
])
De´monstration. Rappelons que G de´signe le OD-module formel universel sur Ω̂. Le triplet
(G′, ρ′) fournit un morphisme
ϕ1 : Z −→ Ω̂
par lequel l’image re´ciproque de G est isomorphe a` G′. La section s rele`ve ce morphisme en un
morphisme ϕ2
G[Πm]

Z
ϕ1 //
ϕ2
;;wwwwwwww
Ω̂
Celui-ci s’e´tend de fac¸on unique en un morphisme ϕ3
G˜[Πm]

Z
ϕ2 //
ϕ3
<<yyyyyyyy
G[Πm]
En effet, G˜[Πm] = Spf(A) ou` A est une OG[Πm]-alge`bre cohe´rente ve´rifiantA ⊂ OG[Πm][
1
pi ] et toute
section de A sur un ouvert quasicompact est entie`re sur OG[Πm]. Il y a donc d’apre`s l”hypothe`se
faite sur Z une unique factorisation
ϕ−12 OG[Πm]
ϕ∗2 //
 _

OZ
ϕ−12 A
::uuuuuuuuuu
qui fournit le morphisme cherche´ Z −→ Spf(A).
On ve´rifie alors localement sur Z que ce morphisme se factorise a` travers l’ouvert/ferme´ de G˜[Πm]
e´gal a` Ω̂1+ΠmOD .
3.2. De´finition modulaire de Y∞. —
Lemme 3.6 (Purete´ du π0). — Soit R une O˘-alge`bre π-adique sans π-torsion telle que R soit
inte´gralement ferme´ dans R[ 1pi ]. Alors
Spec(R/πR) connexe ⇐⇒ Spec(R) connexe ⇐⇒ Spec(R[
1
π
]) connexe
Rappelons e´galement que pour Z un O˘-sche´ma formel localement de type fini sans π-torsion et
normal on a Z connexe ⇐⇒ Zrig l’est.
Proposition 3.7. — Soit Z un sche´ma formel π-adique sans π-torsion sur Spf(O˘) tel que OZ
soit inte´gralement ferme´ dans OZ[
1
pi ]. Supposons que pour tout ouvert quasicompact U de Z π0(U)
est fini, c’est a` dire les composantes connexes de U sont ouvertes. Il y a alors une bijection D×-
e´quivariante entre l’ensemble des morphismes Z −→ Y∞ et les triplets (G′, ρ′, η) a` isomorphisme
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pre`s ou` (G′, ρ′) ∈ Ω̂(Z) et η ∈ Γ(Z,Hom(F/OF , G′)[
1
pi ]) est tel que pour tout ouvert U de Z
η|U 6= 0 ; l’action de D
× se faisant sur les triplets via ∀d ∈ D× d.(G′, ρ′, η) = (G′, ρ′, η ◦ (•d−1))
ou` l’on note •d−1 la quasi-isoge´nie OD-e´quivariante de D/OD dans lui meˆme de´finie par d′OD 7→
d′d−1OD.
De´monstration. Construisons un morphisme Z −→ Y∞ a` partir d’un triplet (G
′, ρ′, η).
Soit Spf(R) ⊂ Z un ouvert affine connexe. Notons G′′ le groupe p-divisible sur Spec(R) associe´
au groupe p-divisible G′ ×Z Spf(R) sur Spf(R). L’e´le´ment η induit un e´le´ment
α ∈ HomOD (D/OD, G
′′)[
1
π
] \ {0} = HomOD(D/OD, G
′′ ×Spec(R) Spec(R[
1
π
]))[
1
π
] \ {0}
l’e´galite´ re´sultant de ce que R est inte´gralement ferme´ dans R[ 1pi ]. Le groupe HomOD (D/OD, G
′′⊗R
R[ 1pi ])[
1
pi ] est muni d’une structure de D-module via l’action de D a` droite sur D/OD. D’apre`s le
lemme 3.6 Spec(R[ 1pi ]) est connexe et donc ce D-module est de rang 1.
Soit N ∈ Z tel que
ΠNα ∈ HomOD (D/OD, G
′′) \Π.HomOD (D/OD, G
′′)
Toujours parce que Spec(R[ 1pi ]) est connexe Π
Nα induit un isomorphisme
ΠNα : D/OD
∼
−−→ G×Spec(R) Spec(R[
1
π
])
Donc d’apre`s la proposition 3.5 le syste`me compatible des
((ΠNα)(Π¯−m))m≥1 ∈ (G[Π
m](R))m≥1
induit un syste`me compatible de morphismes

Y1+Πm+1OD

Spf(R) //
66mmmmmmmm
Y1+ΠmOD

D’ou`, puisque Y∞ = lim
←−
m
Y1+ΠmOD dans la cate´gorie des sche´mas formels π-adiques, un mor-
phisme ϕ : Spf(R) −→ Y∞. On associe alors a` (G′, ρ′, x) le morphisme compose´
Spf(R)
ϕ
−−→ Y∞
Π−N
−−−−→ Y∞
Soient maintenant Spf(R′) et Spf(R′′) 6= ∅ deux autres ouverts affines connexes tels que Spf(R′′) ⊂
Spf(R) ∩ Spf(R′). Il y a un diagramme de morphismes
Spec(R)
Spec(R′′)
77nnnnnnnn
''PP
PPP
PPP
Spec(R′)
Le groupe p-divisible sur Spec(R′) associe´ au groupe p-divisibleG′×ZSpf(R
′′) est e´gal a`G′′×Spec(R)
Spec(R′′). On en de´duit que l’entier N ∈ Z associe´ pre´ce´demment a` R est le meˆme pour R,R′ et
R′′. On conclu aise´ment que les diffe´rents morphismes sur les ouverts affines connexes se recollent
en un morphisme
Z −→ Y∞
Le fait que cela donne une bijection entre Y∞(Z) est les classes d’isomorphismes de triples (G′, ρ′, η)
est laisse´ au lecteur.
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3.3. Sur la suite de Hodge-Tate en niveau infini. — Reprenons les notations de la section 2.
Soit a = [Λ,M ] un sommet de l’immeuble parame´trant les cellules de X∞. Soit Da,∞ = lim
←−
k
Da,k
la cellule associe´e en niveau infini ou` Da,k := Da,Id+pikEnd(Λ). Dans la section 2 on a de´fini une
application de Hodge-Tate
αH∨ : Λ
∗ ⊗ODa,∞(1) −→ ωH ⊗ODa,∞
On de´finit de meˆme
αH : Λ⊗ODa,∞ −→ ωH∨ ⊗ODa,∞
(le module ωH∨ est celui note´ ω˜HD dans l’appendice B de [9]).
Proposition 3.8. — Dans la suite de Hodge-Tate
ω∗H∨ ⊗ODa,∞(1)
tαH (1)
−−−−−→ Λ∗ ⊗ODa,∞(1)
αH∨−−−−→ ωH ⊗ODa,∞
on a αH∨ ◦ tαH(1) = 0.
De´monstration. On utilisera le re´sultat suivant (cf. [10]). Si H0 est un O-module π-divisible sur
OK ou` K|F˘ est une extension de degre´ fini alors dans la suite de Hodge-Tate usuelle
ω∗H0 ⊗OK̂(1)
tαH∨0
(1)
−−−−−−→ Tp(H0)⊗O
K̂
αH0−−−→ ωH∨0 ⊗OK̂
on a αH0 ◦
tαH∨0 (1) = 0.
Revenons a` l’e´nonce´. Il suffit de montrer que
∀k ≥ 1 αH∨ ◦
tαH(1) ≡ 0 mod π
k
Mais ∀k ≥ 1 la suite de Hodge-Tate modulo πk provient du niveau fini Da,k pour le groupe plat
fini H∨[πk]
[ω∗H∨ ⊗ODa,∞(1)
tαH(1)
−−−−−→ Λ∗ ⊗ODa,∞(1)
αH∨−−−−→ ωH ⊗ODa,∞ ] mod π
k
= [ω∗H∨ ⊗ODa,k/π
k(1)
tα
H[pik ]
(1)
−−−−−−−−→ Λ∗ ⊗ODa,k/π
k(1)
α
H∨[pik]
−−−−−−→ ωH ⊗ODa,k/π
k]⊗ODa,∞/π
kODa,∞
ou` pour abre´ger on a note´ ODa,∞/π
k := ODa,∞/π
kODa,∞ . De plus d’apre`s le rappel pre´ce´dent
∀x ∈ Driga,k(F˘ ), x : Spf(OK) −→ Dk ou` K|F˘ est de degre´ fini, x
∗ tαH[pik](1) et x
∗αH∨[pik] sont
congrus modulo πk, apre`s extension des scalaires de OK a` O
K̂
, a` tαx∗H(1) et αx∗H∨ ou` x
∗H est
un O-module π-divisible sur OK . Donc d’apre`s le rappel du de´but de la de´monstration
x∗(αH∨[pik] ◦
tαH[pik](1)) = 0
Soit t un ge´ne´rateur de ωH , ωH = ODa .t. Cela e´tant vrai pour tout x on en de´duit que pour
v ∈ ωH∨ ⊗ODa,k(1) si f ∈ ODa,k est tel que (αH∨[pik] ◦
tαH[pik](1))(v) ≡ f.t alors
∀x ∈ Drigk (F˘ )
∥∥∥∥ fπk
∥∥∥∥
∞
≤ 1
et que donc Dk e´tant normal on a
f ∈ πkODk
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3.4. Construction d’e´le´ments dans le module de Tate du OD-module formel spe´cial
tire´ en arrie`re sur X˜∞. — On a construit dans le chapitre pre´ce´dent un morphisme GLn(F )-
e´quivariant
X˜∞ −→ Ω̂
a` partir de l’application de Hodge-Tate de H∨ ou` H est un groupe p-divisible universel sur une
cellule de X˜∞.
Soit G le OD-module formel spe´cial universel sur Ω̂ muni de sa rigidification, une quasi-isoge´nie
de hauteur 0
ρG : G×Fq (Ω̂ mod π) −→ G×Ω̂ (Ω̂ mod π)
Soit a = [Λ,M ] un sommet de l’immeuble associe´ a` X∞ et
fa : D˜a,∞ −→ Ω̂
le morphisme de´fini pre´ce´demment. Nous conside´rerons le OD-module formel spe´cial f∗aG sur D˜a,∞.
Soit H le O-module π-divisible universel sur Da muni de sa rigidification
ρH : H×Fq (Da mod π) −→ H ×Da (Da mod π)
Le rigidification η induit pour tout k ≥ 1
η : π−kΛ/Λ −→ H ×Da Da,k
Elle fournit donc un e´le´ment de
Hom(Λ⊗ F/Λ, H ×Da D˜a,∞)
ou` Λ⊗F/Λ de´signe le groupe π-divisible e´tale constant lim
−→
i
π−iΛ/Λ. Rappelons que Λ ⊂ Fn qui
induit une quasi-isoge´nie (F/OF )
n −→ Λ ⊗ F/Λ. Il y a donc une e´galite´
Hom(Λ[
1
π
]/Λ, H ×Da D˜a,∞)[
1
π
] = Hom((F/OF )
n, H ×Da D˜a,∞)[
1
π
]
et fournit donc n-e´le´ments
ζ1, . . . , ζn ∈ Hom(F/OF , H ×Da D˜a,∞)[
1
π
]
Conside´rons le compose´
F/OF
(ζ1,...,ζn)
−−−−−−→ Hn×(D˜a,∞ mod π)
ρ−1
H−−−→ Hn×(D˜a,∞ mod π)
∆
−−→ G×(D˜a,∞ mod π)
f∗aρG−−−→ f∗aG mod π
qui de´finit un e´le´ment
χ ∈ Hom
(
F/OF , f
∗
aG×D˜a,∞ (D˜a,∞ mod π)
)
[
1
π
]
L’application de re´duction modulo π induit une injection
Hom (F/OF , f
∗
aG)) [
1
π
] →֒ Hom
(
F/OF , f
∗
aG×D˜a,∞ (D˜a,∞ mod π)
)
[
1
π
]
dont l’image est caracte´rise´e par la the´orie de la de´formation de Messing relativement a` l’ide´al (π)
qui est muni de O-puissances divise´es (cf. [13] ainsi que l’appendice B de [9]).
The´ore`me 3.9. — Le morphisme χ se rele`ve en caracte´ristique ze´ro via l’application de re´duction
modulo π pre´ce´dente :
χ ∈ Hom (F/OF , f
∗
aG)) [
1
π
]
De´monstration. Rappelons le crite`re de rele`vement de Messing. Soit Z un sche´ma formel π-
adique sur Spf(O). Soient H1 et H2 deux O-modules π-divisibles sur Z. On s’inte´resse a` l’image
de l’injection
Hom(H1, H2) →֒ Hom(H1 mod π,H2 mod π)
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Soit H 7−→ LieE(H) le foncteur alge`bre de Lie de la O-extension vectorielle universelle (appendice
B de [9]) muni de sa partie vectorielle Fil LieE(H). D’apre`s la nature cristalline de la O-extension
vectorielle universelle il y a un morphisme
Hom(H1 mod π,H2 mod π) −→ HomOZ(LieE(H1),LieE(H2))
Alors le crite`re de rele`vement dit que le diagramme suivant est carte´sien
Hom(H1, H2)
  //

Hom(H1 mod π,H2 mod π)

HomOZ− modules filtre´s(LieE(H1),LieE(H2))
  // HomOZ(LieE(H1),LieE(H2))
Pour le groupe F/OF on a LieE(F/OF ) = Fil Lie(F/OF ) = OZ.
Revenons a` la de´monstration. Il s’agit de montrer que via la compose´e
f∗aρG ◦∆ ◦ ρ
−1
H ◦ (ζ1, . . . , ζn) : F/OF −→ f
∗
aG mod π
le morphisme induit au niveau de l’e´valuation des cristaux sur l’e´paississement D˜∞ mod π →֒ D˜∞
O
D˜∞
[
1
π
] −→ f∗aLieE(G)[
1
π
]
1 7−→ x
ve´rifie x ∈ f∗a (Fil LieE(G))[
1
pi ].
La quasi-isoge´nie f∗aρG induit un isomorphisme
D(G)⊗O
D˜∞
[
1
π
]
∼
−−→ f∗aLieE(G)[
1
π
]
Alors via cet isomorphisme
x ∈ D(G)⊗O
D˜∞
[
1
π
] =
⊕
j∈Z/nZ
D(G)Q,j ⊗OD˜∞ [
1
π
]
La filtration de´finissant le morphisme D˜∞ −→ Ω̂ (ou` Ω̂ est l’espace de Drinfeld associe´ a` l’es-
pace vectoriel D(G)V=ΠQ,0 ) est une filtration localement facteur direct Fil ⊂ D(G)Q,0OD˜∞ [
1
pi ] et via
l’isomorphisme pre´ce´dent
f∗a (Fil LieE(G))[
1
π
] =
⊕
j∈Z/nZ
ΠjFil
Rappelons qu’on a fixe´ un isomorphisme D(H)Q,0 ≃ F˘ et que via l’isoge´nie ∆ cela nous a permis
d’identifier
F˘n ≃ D(H)nQ,0
∆∗−−−→
≃
D(G)Q,0
Donc le morphisme de´finissant fa : D˜∞ −→ Ω̂ (ou` maintenant il s’agit de l’espace Ω̂ associe´ a`
l’espace vectoriel Fn) est donne´ par une filtration
Fil′ ⊂ D(H)nQ,0 ⊗OD˜∞ [
1
π
] ≃ O
D˜∞
[
1
π
]n
et il s’agit de voir que le morphisme compose´
F/OF
(ζ1,...,ζn)
−−−−−−−→ Hn × (D˜∞ mod π) −→ Hn × (D˜∞ mod π)
induit au niveau de l’e´valuation des cristaux un morphisme tel que
1 7−→ X ∈
⊕
j∈Z/nZ
ΠjFil′ ⊂ D(H)n ⊗O
D˜∞
[
1
π
]
Si αH de´signe l’application de Hodge-Tate de H alors
X = (αH(ζi))1≤i≤n ∈ ωH∨ ⊗OD˜∞ [
1
π
]n ⊂ D(H)nQ ⊗OD˜∞ [
1
π
]n
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et
X = (Xij)1≤i≤n,j∈Z/nZ ∈Mn(OD˜∞ [
1
π
])
via
D(H)nQ
∼
−−→
⊕
j∈Z/nZ
D(H)nQ,j
∑
Π−j
−−−−−→
≃
⊕
j∈Z/nZ
D(H)nQ,0 ≃
⊕
j∈Z/nZ
F˘n
Rappelons maintenant qu’on a identifie´ Fn a` (Fn)∗ et qu’alors Fil′ ⊂ O
D˜∞
[ 1pi ]
n est le noyau de
αH∨(−1). On ve´rifie alors que via l’isomorphisme
D(H)nQ,0 ⊗OD˜∞ [
1
π
] ≃ O
D˜∞
[
1
π
]n ≃
(
O
D˜∞
[
1
π
]n
)∗
on a
∀j ∈ Z/nZ (Xij)1≤i≤n = tαH(ϕj)
ou` ϕj ∈ ω∗H∨ ⊗OD˜∞ [
1
pi ] est la forme line´aire compose´e
ϕj : ωH∨⊗OD˜∞ [
1
π
] →֒ D(H)Q⊗OD˜∞ [
1
π
]։ D(H)Q,j⊗OD˜∞ [
1
π
]
Π−j
−−−→ D(H)Q,0⊗OD˜∞ [
1
π
] ≃ O
D˜∞
[
1
π
]
Le the´ore`me est donc une conse´quence de la proposition 3.8.
Proposition 3.10. — Soit f : X˜∞ −→ Ω̂. Les morphismes χ de´finis sur les diffe´rentes cellules
se recollent en un
χ ∈ Γ(X˜∞,Hom(F/OF , f
∗G)[
1
π
])
au sens ou` ∀U ouvert quasicompact dans X˜∞ χ ∈ Hom(F/OF , f∗G|U )[
1
pi ]. Pour tout ouvert
quasicompact U ⊂ X˜∞ χ|U 6= 0. Pour tout g ∈ GLn(F ) via l’e´galite´ g
∗f∗G = f∗G ou` g : X˜∞ −→
X˜∞ on a g
∗χ = χ.
De´monstration. Les assertions concernant le recollement et l’e´quivariance “g∗χ = χ” ne posent
pas de proble`me ; il suffit de les ve´rifier dans Hom(F/OF , f∗G mod π)[
1
pi ]. De meˆme l’assertion
χ|U 6= 0 se ve´rifie modulo π ou`, avec les notations de la de´monstration pre´ce´dente, puisque ρH , ρG
et ∆ sont inversibles, elle est e´quivalente a`
∀a = [Λ,M ] ∀U ⊂ D˜a,∞ ∀U ⊂ D˜a,∞ (ζ1, . . . , ζn) : F/OF −→ Hn ×D˜a,∞ (U mod π) est non-nul
Cette assertion est claire puisque sur U ∀k ≥ 1 (ζ1, . . . , ζn) de´finissent une structure de niveau
de Drinfeld π−kΛ/Λ −→ H [πk]× U , mais U e´tant sans π-torsion une telle structure de niveau de
Drinfeld est non-triviale apre`s inversion de π et est donc non-triviale.
3.5. Construction du morphisme. —
3.5.1. Un canular. — La remarque qui suit justifie que nous devrons proce´der a` quelques
ve´rifications concernant les composantes connexes des reveˆtements de la tour de Lubin-Tate.
Plac¸ons nous dans le cas n = 1 et F = Qp et, afin de simplifier les notations, travaillons sur F
et non F˘ . Soit R une Zp-alge`bre p-adique sans p-torsion telle que Spec(R[ 1p ]) soit connexe. Soit
x ∈ Hom(Qp/Zp, µp∞)[ 1p ] tel que x 6= 0. On a vu dans la proposition 3.7 qu’un tel x induit un
morphisme
Spf(R) −→ Y∞ =
∐
Z
Spf(Ẑabp )
Rappelons en effet qu’il existe n ∈ Z tel que
pnx : Qp/Zp
∼
−−→ µp∞/R[ 1
p
]
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et alors ∀k ≥ 1 pnx : p−kZ/Z ∼−−→ µpk/R[ 1
p
] d’ou`
Y∞

Yk+1

Spf(R) //
88rrrrrrr
α
AA
Yk
et on de´finit alors le morphisme cherche´ par
Spf(R)
α
−−→ Y∞
p−n
−−−→ Y∞
ou` l’action de pZ su Y∞ se fait par translations des composantes de
∐
Z Spf(Ẑ
ab
p ).
Conside´rons maintenant l’exemple suivant. Soit
Spf(R) = lim
←−
n
∐
Z/pnZ
Spf(Ẑabp )
dans la cate´gorie des sche´mas formels p-adiques, c’est a` dire
R =

 lim
−→
n
∏
Z/pnZ
Ẑabp


̂
= C0(Zp, Ẑabp )
les fonctions continues de Zp dans Ẑabp . Fixons (ζpk)k≥1 ∈ µp∞(Ẑabp ) un ge´ne´rateur de Tp(µp∞),
c’est a` dire tel que ζp 6= 1. Soit x : Qp/Zp −→ µp∞/R de´fini par x = (xk)k≥1, xk ∈ µpk(R) et xk
est la fonction continue
∀t ∈ Zp xk(t) = ζtpk
Alors, pour tout ouvert U de Spf(R) x|U 6= 1. Mais il n’existe pas de morphisme associe´ Spf(R) −→
Y∞ car les composantes connexes de Spec(R) ne sont pas ouvertes (les “diracs” comme fonctions
de Zp a` valeurs dans Ẑabp ne sont pas des fonctions continues). On a π0(Spec(R)) ≃ Zp.
3.6. Un reme`de au canular. —
Proposition 3.11. — Soit X l’espace de Lubin-Tate sans niveau sur Spf(O˘) et pour C ⊂
GLn(OF ) un sous-groupe ouvert X
rig
C l’espace de Lubin-Tate rigide en niveau C. Soit H le groupe
p-divisible universel sur X. Soit U ⊂ XrigC un ouvert admissible connexe. Soit s ∈ U(F˘ ) un point
ge´ome´trique et
ρ : π1(U, s) −→ GLOF (Tp(H
rig))
la repre´sentation de monodromie associe´e. Alors l’image de ρ est ouverte. En d’autres termes
si (UC′)C′⊂C de´signe l’image re´ciproque de U dans les reveˆtements de la tour de Lubin-Tate en
niveaux C′ ⊂ C alors
lim
←−
C′⊂C
π0(UC′)
est un ensemble fini (pour C′′ ⊂ C′ avec C′ ⊂ C suffisamment petit π0(UC′′)
∼
−−→ π0(UC′)).
De´monstration. Il suffit de montrer qu’il existe une extension de degre´ fini K|F˘ ainsi qu’un
point x ∈ U(K) tel que si Hx de´signe le groupe de Lubin-Tate sur OK spe´cialise´ en x alors l’image
de
ρx : Gal(K|K) −→ GLOF (Tp(Hx))
est ouverte. Du point de vue des composantes connexes cela exprime que si x′ ∈ U de´signe le point
“du spectre maximal” associe´ a` x l’ensemble lim
←−
k
Π−1C′,C(x
′) est fini ou` ΠC′,C est l’application de
l’espace de Lubin-Tate en niveau C′ vers celui en niveau C. Il suffit de le faire pour C = GLn(OF )
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puisque l’image de U dans Xrig par l’application d’oubli du niveau est un ouvert admissible.
Supposons donc C = GLn(OF ).
Si K|F˘ est finie et x ∈ Xrig(K) soit Filx ⊂ D(H)Q⊗F˘ K, Filx ∈ P
n−1(K), la filtration de Hodge
associe´e dans l’espace des pe´riodes. Alors
End(Hx)Q ≃ EndGal(K|K)(Vp(Hx)) ≃ End(D(H)Q, ϕ,Filx) ≃ StabD(Filx)
qui est un corps commutatif E|F tel que E ⊂ D (le fait que E est commutatif re´sulte de ce qu’e´tant
donne´ que Hx est un groupe formel l’application qui a` un endomorphisme associe l’endomorphisme
tangent sur l’alge`bre de Lie est injective, mais ici l’alge`bre de Lie de Hx est de dimension 1).
Supposons E = F . Alors puisque l’isocristal de Hx est simple la repre´sentation cristalline
Vp(Hx) est irre´ductible et le reste comme repre´sentation Gal(K|K ′) pour toute extension de degre´
fini K ′ de K. De plus pour toute extension de degre´ fini K ′|K EndGal(K|K′)(Vp(Hx)) = F . Cela
implique par la the´orie de Sen (cf. par exemple le the´ore`me 5 de [15] ou` le cas F = Qp est traite´,
le cas F ge´ne´ral e´tant identique) que l’alge`bre de Lie de l’image de Gal(K|K) est End(Vp(Hx)) et
que donc l’image est ouverte.
Reste donc a` voir que si π˘ : Xrig −→ Pn−1 de´signe l’application des pe´riodes alors
∃x ∈ U StabD×(π˘(x)) = F
×
Mais le morphisme des pe´riodes e´tant e´tale π˘(U) contient un ouvert admissible de Pn−1. Or
les sous-varie´te´s “de type Hodge” associe´es aux corps E tels que F ⊂ E ⊂ D sont les points
fixes de E× agissant sur Pn−1 via E× ⊂ D×. Lorsque E varie elles forment une union finie
de D×-orbites de sous-varie´te´s alge´briques dans Pn−1. Ces D×-orbites sont en bijection avec les
classes de conjugaison de tores non-triviaux du groupe alge´brique associe´ a` D×. Donc d’apre`s la
proposition qui suit π˘(U) (ou plutoˆt ses points “classiques”) n’est pas contenu dans l’union de ces
sous-varie´te´s.
Proposition 3.12. — Soit L un corps value´ complet pour une valuation discre`te. Soit X un
L-espace analytique de Berkovich lisse e´quidimensionnel. Soit H un groupe topologique compact
agissant continuˆment sur X au sens ou` l’application H × |X | −→ |X | est continue. Soit Z ⊂ X
un sous-ensemble compact tel que tout x ∈ X posse`de un voisinage U tel que U ∩ Z soit un
sous-ensemble analytique Zariski ferme´ dans U de dimension < dimX. Alors pour tout domaine
analytique V ⊂ X non-vide V (L) \H.Z(L) 6= ∅.
De´monstration. L’ensemble H.Z e´tant compact dans |X |, V \ H.Z est ouvert dans V . Or
l’image de V (L) par l’application V (L) −→ |V | est dense dans |V |. Il suffit donc de montrer
que V \ H.Z 6= ∅. Soit M(A) ⊂ V un domaine affino¨ıde. Puisque la valuation de L est discre`te
la OL-alge`bre des e´le´ments topologiquement borne´s A0 dans A est une OL-alge`bre telle que si
A˜ = A0/A00 = (A0/πLA0)red de´signe sa fibre spe´ciale re´duite on ait
dimA = dim A˜
(cf. le lemme 3.13). Soit sp : M(A) −→ Spec(A˜) l’application de spe´cialisation. Soit ξ un point
ge´ne´rique d’une composante irre´ductible de Spec(A˜) de dimension dimX . D’apre`s la proposition
2.4.4. page 36 de [1] il existe x ∈M(A) tel que sp(x) = ξ. De plus d’apre`s le lemme 3.13 qui suit
pour un tel x le corps re´siduel du corps value´ complet K(x) a pour degre´ de transcendance dimX
sur le corps re´siduel de L. De cela on de´duit que x /∈ H.Z puisque toujours d’apre`s le lemme qui
suit ∀z ∈ Z deg.tr.K˜(z) < dimX .
Lemme 3.13. — Soit L un corps value´ complet pour une valuation discre`te de corps re´siduel k.
Soit A une L-alge`bre affino¨ıde. Soit A0 = {f ∈ A | ‖f‖∞ ≤ 1}, A00 = {f ∈ A | ‖f‖∞ < 1} et
A˜ = A/A0. Alors A˜ est une k-alge`bre de type fini. De plus
dim A = dim A˜
Soit M(A) l’espace de Berkovich associe´ a` A et ∀x ∈M(A) K(x) le corps re´siduel de x (ou son
comple´te´). Alors
∀x ∈M(A) deg.tr.kK˜(x) ≤ dim A
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Si de plus sp(x) est un point ge´ne´rique d’une composante irre´ductible de dimension dim A˜ alors
deg.tr.kK˜(x) = dim A
De´monstration. D’apre`s [2], the´ore`me 1 section 6.3.5, un morphisme d’alge`bres affino¨ıdes B −→
C est fini ssi le morphisme induit B˜ −→ C˜ l’est. On en de´duit que A˜ est une k-alge`bre de type fini
puisque c’est le cas de A = L < T1, . . . , Tn > pour tout n.
D’apre`s le the´ore`me de normalisation de Noether il existe un morphisme injectif fini ϕ : L <
T1, . . . , Tn >→֒ A ou` n = dimA. Le morphisme ϕ e´tant fini injectif c’est une isome´trie (lemme
6 p.170 de [2]). Donc, ϕ˜ : k[T1, . . . , Tn] −→ A˜ est injectif fini ce qui implique que dim A˜ = n =
dim A.
Maintenant si ϕ∗ : M(A) −→ Bn de´signe le morphisme d’espaces de Berkovich associe´ a` un ϕ
comme pre´ce´demment ∀x ∈ M(A) si y = ϕ∗(x) alors K(x)|K(y) est une extension de degre´ fini.
Donc l’extension de corps re´siduels K˜(x)|K˜(y) est alge´brique. On est alors ramene´ a` montrer que
∀y ∈ Bn le degre´ de transcendance sur k de K˜(y) est plus petit que n. On proce`de par re´currence
sur n. Le cas n = 1 ne pose pas de proble`me car on a un description comple`te de M(L < T >)
(section 1.4.4 p.18 de [1]). La re´currence se fait alors en utilisant le cas n = 1 pour d’autres corps
que L et la projection pr : Bn −→ Bn−1 qui a` (x1, . . . , xn) associe (x1, . . . , xn−1). En effet, pour
z ∈ Bn, la fibre au dessus de pr(z) de pr est isomorphe a` B1⊗ˆLK(pr(z)) ∋ z.
Supposons maintenant que sp(x) est un point ge´ne´rique d’une composante irre´ductible de A˜ de
dimension maximale. Alors e´tant donne´ que deg.tr.kK˜(x) ≤ dim A et que K˜(x)|k(sp(x)) on a
e´galite´ des deux degre´s de transcendance.
Remarque 3.14. — Le principe des de´monstrations pre´ce´dentes consiste a` ve´rifier que le “groupe
de Mumford-Tate p-adique” est ge´ne´riquement le plus gros possible ou` ge´ne´riquement signifie que
tout ouvert admissible posse`de un point ou` ce groupe est maximal.
3.7. Construction du morphisme. —
Lemme 3.15. — Soit R∞ = lim
−→
m≥1
Rm ou` ∀m Rm est une O˘-alge`bre π-adique sans π-torsion
inte´gralement ferme´e dans Rm[
1
pi ]. Alors R̂∞ est inte´gralement ferme´ dans R̂∞[
1
pi ].
De´monstration. On ve´rifie successivement que pour les anneaux sans π-torsion la proprie´te´
d’eˆtre inte´gralement ferme´ dans sa fibre ge´ne´rique (i.e. apre`s inversion de π) est stable par limite
inductive et comple´tion π-adique.
Lemme 3.16. — Tout ouvert quasicompact de X˜∞ posse`de un nombre fini de composantes con-
nexes et O
X˜∞
est inte´gralement ferme´ dans O
X˜∞
[ 1pi ].
De´monstration. Soit k0 ≥ 4. Soit U∞ ⊂ X˜∞ un ouvert affine de la forme
U∞ = lim
←−
k≥k0
Uk
ou` Uk ⊂ D˜a,k pour un a = [Λ,M ] et ∀k Uk+1 est l’image re´ciproque de Uk via le morphisme de
changement de niveau. Les Uk sont des sche´mas formels admissibles sur O˘. De plus les (U
rig
k )k
forment un reveˆtement pro-galoisien de groupe K = Id + πk0End(Λ) ⊂ GLn(F ). Rappelons
que les Uk e´tant normaux ∀k π0(Uk) = π0(U
rig
k ). E´crivons Uk = Spf(Rk), U∞ = Spf(R∞) avec
R∞ = ( lim
−→
k
Rk)
̂ . Alors, d’apre`s la proposition 3.11
∃k1 ≥ k0 ∀k ≥ k1 π0(Spec(R∞))
∼
−−→ π0(Spec(Rk))
qui est un ensemble fini et donc les composantes connexes de Spec(R∞) sont ouvertes. Maintenant
si f ∈ R∞/πR∞ et D(f) ⊂ Spf(R∞) est l’ouvert associe´ alors ∃k′ tel que f provienne d’un e´le´ment
de Rk′/πRk′ et donc l’ouvert D(f) e´galement. De cela on de´duit d’apre`s l’analyse pre´ce´dente
applique´e a` D(f) que D(f) posse`de un nombre fini de composantes connexes. Donc, X˜∞ posse`de
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une base d’ouverts ayant un nombre fini de composantes connexes duquel on de´duit que tout
ouvert quasicompact posse`de un nombre fini de composantes connexes.
D’apre`s le lemme pre´ce´dent on obtient e´galement ainsi la seconde assertion (cf. plus ge´ne´ralement
la proposition A.17 de l’appendice).
L’e´le´ment χ de la proposition 3.10 fournit alors d’apre`s la proposition 3.7 un morphisme
GLn(F )×D
×-e´quivariant
X˜∞ −→ Y∞
ou` e´quivariant signifie que l’action de (g, d) ∈ GLn(F )×D× est transforme´e en celle de ( tg, d−1).
4. Construction du morphisme Y˜∞ −→ P̂n−1
Dans cette section nous entamons la construction du morphisme de la tour de Drinfeld vers
celle de Lubin-Tate en construisant un morphisme d’un e´clate´ de Y∞ vers l’espace des pe´riodes
associe´ a` l’espace de Lubin-Tate.
4.1. Applications de Hodge-Tate. — Soit comme pre´ce´demment G le OD-module formel
spe´cial universel sur Y =
∐
Z Ω̂. Notons ∀k Yk = Y1+pikOD . Les sche´mas formels Yk e´tant normaux
la structure de niveau en fibre ge´ne´rique induit des morphismes
∀k ≥ 1 π−kOD/OD −→ G[π
k]×Y Yk
qui induisent des isomorphismes sur Yrigk .
Fait admis : Comme pour la tour de Lubin-Tate on admettra que OF /πkOF (1) devient trivial
sur Yk. Cela re´sulte de l’existence d’une application de´terminant que l’auteur espe`re construire
dans [11]
Comme dans la section 2.1 on construit a` partir de ces morphismes des applications de Hodge-
Tate
∀k ≥ 1 αG∨[pik](−1) : HomOF (OD,OF )⊗OYk/π
kOYkn −→ ωG ⊗OYk/π
kOYk(−1)
Ces morphismes satisfont une condition de compatibilite´ naturelle et induisent alors une applica-
tion de Hodge-Tate en niveau infini
αG∨(−1) : HomOF (OD,OF )⊗OY∞ −→ ωG ⊗OY∞(−1)
L’action a` gauche de OD sur G induit une action a` droite de OD sur G
∨, c’est a` dire un morphisme
OD −→ End(G∨)opp. Le module de Tate de G∨ est donc un OD-module a` droite et via sa rigidifica-
tion ce module est le OD-module Hom(OD,OF )(1) ou` ∀d ∈ OD ∀h ∈ Hom(OD,OF )(1) h.d(•) =
h(d•). De meˆme ωG est un OD-module a` droite. Les morphismes de Hodge-Tate pre´ce´dentes sont
OD-e´quivariantes pour les actions pre´ce´dentes.
Rappelons que pour un OD ⊗OF O˘-module M on note M =
⊕
j∈Z/nZMj sa de´composition en
facteurs directs ou` OFn ⊂ OD agit sur le facteur Mj via σ
−j : Fn →֒ F˘ .
On a donc des de´compositions
αG∨[pik](−1) :
⊕
j∈Z/nZ
HomOFn ,σ−j (OD, O˘)⊗O˘OYk/π
kOYk
⊕jαG∨[pik],j
−−−−−−−−−→
⊕
j∈Z/nZ
ωG,j⊗OYk/π
kOYk(−1)
αG∨(−1) :
⊕
j∈Z/nZ
HomOFn ,σ−j (OD, O˘)⊗O˘ OY∞
⊕jαG∨,j
−−−−−−→
⊕
j∈Z/nZ
ωG,j ⊗OY∞(−1)
sur lesquelles Π agit avec deg Π = −1.
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4.2. E´clatements et conoyau de l’application de Hodge-Tate. — Nous utiliserons le
lemme clef suivant.
Lemme 4.1. — Soient M et N deux OF -modules π-adiquement complets et u, v :M −→ N deux
morphismes tels que u ≡ v mod π2. Alors
coker u est annule´ par π ⇐⇒ coker v est annule´ par π
et si c’est le cas Imu = Imv.
De plus nous utiliserons le re´sultat suivant
The´ore`me 4.2. — Soit K|F un corps value´ complet pour une valuation a` valeurs dans R. Soit
H un O-module π-divisible sur OK . Alors le conoyau de l’application de Hodge-Tate
αH : Tp(H)⊗O
K̂
−→ ωH∨ ⊗O
K̂
est annule´ par π.
Remarque 4.3. — En fait nous n’utiliserons le re´sultat pre´ce´dent que pour des extensions K de
F˘ de degre´ fini.
Conside´rons maintenant pour tout j, 0 ≤ j ≤ n− 1,
αG∨[pi2],j(−1) : HomOFn ,σ−j (OD, O˘)⊗OY2/π
2OY2 −→ ωG,j ⊗OY2/π
2OY2(−1)
Soit Ij l’ide´al cohe´rent de OY2 tel que π
2OY2 ⊂ Ij et
Im(αG∨[pi2],j) = ωG,j ⊗ Ij/π
2OY2
De´finition 4.4. — Pour tout k ≥ 2 on note Y˜k le normalise´ de l’e´clatement formel admissible
des ide´aux OYk .Π
−1
k,2Ij , 0 ≤ j ≤ n− 1, ou` Πk,2 : Yk −→ Y2.
Ainsi Y˜k est le normalise´ du transforme´ strict de Yk −→ Y2 relativement a` l’e´clatement Y˜2 −→
Y2 (cf. section A.7.3 de l’appendice). En particulier les morphismes Y˜k+1 −→ Y˜k sont finis.
De´finition 4.5. — On note Y˜∞ = lim
←−
k
Y˜k dans la cate´gorie des sche´mas formels π-adiques sur
Spf(O˘).
Remarque 4.6. — D’apre`s le corollaire A.28 de l’appendice on peut construire Y˜∞ directement
en niveau infini.
Proposition 4.7. — Pour tout k ≥ 2 et j, 0 ≤ j ≤ n − 1, le morphisme de Hodge-Tate sur
l’e´clate´ Y˜k
αG∨[pik],j(−1) : HomOFn ,σ−j (OD, O˘)⊗OY˜k/π
kOY˜k −→ ωG,j ⊗OY˜k/π
kOY˜k(−1)
a un conoyau annule´ par π et son image est de la forme ωG,j ⊗ Jj,k/πkOY˜k(−1) ou` Jj,k est un
ide´al localement libre de rang 1 ve´rifiant Jj,k = OY˜k .Π
−1
k,2Jj,2 avec Πk,2 : Y˜k −→ Y˜2.
En niveau infini l’image de
αG∨,j(−1) : HomOFn ,σ−j (OD, O˘)⊗OY˜∞ −→ ωG,j ⊗OY˜∞(−1)
est localement libre de rang 1 e´gale a` ωG,0 ⊗OY˜∞ .Π
−1
∞,2Jj,2(−1).
De´monstration. Oublions les torsion a` la Tate dans cette de´monstration. Fixons l’entier j. Par
de´finition de Y˜2 le morphisme
αG∨[pi2],j : HomOFn ,σ−j(OD, O˘)⊗OY˜2/π
2OY˜2 −→ ωG,j ⊗OY˜2/π
2OY˜2
ve´rifie ImαG∨[pi2],j = ωG,j ⊗ Jj,2/π
2OY˜2 ou` Jj,2 est localement libre de rang 1. Montrons que
πOY˜2 ⊂ Jj,2. Il suffit de le ve´rifier localement sur Y˜2. Soit donc, localement sur Y˜2 t ∈ ωG,j une
section engendrant ωG,j et e´crivons
Im(αG∨[pi2],j) = t⊗ f¯
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ou` f ∈ Jj,2. Pour tout x ∈ Y˜
rig
2 , x : Spf(OK) −→ Y˜2 pour K|F˘ finie, on a x
∗αG∨[pi2] = α(x∗G)∨[pi2]
ou` x∗G vit sur Spf(OK). Du the´ore`me 4.2 on de´duit |
pi
f (x)| ≤ 1. Donc la fonction rigide
pi
f ve´rifie
‖
π
f
‖∞ ≤ 1
ce qui implique, Y˜2 e´tant normal, que π/f ∈ OY˜2 .
On de´duit le reste de la proposition en utilisant le lemme 4.1.
Remarque 4.8. — Le lecteur attentif aura remarque´ que contrairement au cas des espaces de
Lubin-Tate, c’est a` dire le cas de la section 2.4, on doit d’abord e´clater/normaliser avant d’avoir
des renseignements sur le conoyau de l’application de Hodge-Tate. La raison en est que le la
proposition 2.1 est plus pre´cise que le the´ore`me 4.2.
Lemme 4.9. — L’action de GLn(F )×D× sur Y∞ s’e´tend en une action de Y˜∞.
De´monstration. En ce qui concerne l’action de GLn(F ) × O
×
D le re´sultat est clair puisque ce
groupe laisse invariant les ide´aux Ij . Reste a` voir que ∀i, 0 ≤ i ≤ n−1, l’action de Πi ∈ D× s’e´tend
(puisque π ∈ D× agit comme π ∈ GLn(F ) l’action de ΠZ s’e´tend ssi c’est le cas pour les Πi, 0 ≤
i ≤ n− 1). Le module de Tate de (G/G[Πi])∨ est e´gal a` HomOF (OD,OF ).Π
i ⊂ HomOF (OD,OF ).
Il suffit de voir que pour k ≥ 3 l’image de ce sous-module par l’application αG∨[pik] est somme
directe de modules localement libres. Mais cela re´sulte de
αG∨[pik](HomOF (OD,OF ).Π
i ⊗OYk/π
kOYk) =
⊕
j∈Z/nZ
Im(αG∨[pik],j+i).Π
j
et de ce qu’e´tant donne´ que Y˜∞ n’a pas de π-torsion et que ∀j Πj posse`de un inverse apre`s
inversion de π alors l’image par Πj d’un module localement libre de rang 1 est localement libre de
rang 1.
Remarque 4.10. — Nous n’utiliserons que αG∨,n−1 pour de´finir le morphisme de Y˜∞ vers l’es-
pace des pe´riodes de Lubin-Tate. Mais la raison pour laquelle nous avons rendue localement libre
l’image de tous les (αG∨,j)0≤j≤n−1 provient du lemme pre´ce´dent, afin de pouvoir relever l’action
de ΠZ a` Y˜∞. On aurait e´galement pu rendre l’image de αG∨,n−1 localement libre de rang un apre`s
e´clatement/normalisation des ide´aux (OYk .Π
−1
k,2I0)k≥2 puis remarquer qu’e´tant donne´ un ide´al K
O×D × GLn(F )-invariant l’ide´al
∏
0≤j≤n−1Π
j∗K est D× × GLn(F )-invariant et qu’on peut donc
l’e´clater/normaliser de nouveau afin d’obtenir un sche´ma formel e´clate´/normalise´ D× ×GLn(F )-
invariant.
4.3. Construction du morphisme Y˜∞ −→ P̂(D(H)). —
4.3.1. Une identification. — Rappelons (cf. [10]) qu’avec les choix faits il y a un isomorphisme
D(H) ≃ OD ⊗OFn O˘
ou` si V de´signe le Verschiebung et ι : OD
∼
−−→ End(D(H), V )
∀d⊗ λ ∈ OD ⊗OFn O˘ V (d⊗ λ) = dΠ⊗ λ
σ−1
∀d′ ∈ OD ι(d
′)(d⊗ λ) = d′d⊗ λ
Avec ces notations
OD ⊗OFn O˘ =
⊕
0≤j≤n−1
Πj ⊗ 1.O˘︸ ︷︷ ︸
D(H)j
et donc ∀j, 0 ≤ j ≤ n − 1, ι(Πj) : D(H)0
∼
−−→ D(H)j est un isomorphisme. De cela on de´duit le
lemme suivant
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Lemme 4.11. — L’application
HomOD(OD,D(H)) −→ HomOFn (OD,D(H)n−1)
ou` D(H)n−1 est muni de l’action de OFn de´rivant de celle de OD sur D(H), qui a` h : OD −→ D(H)
associe h compose´ avec la projection D(H)։ D(H)n−1 est une bijection.
Il y a donc une bijection
D(H) ∼−−→ HomOFn (OD,D(H)n−1)
qui a` x =
∑n−1
j=0 Π
j−n+1.xj ∈ D(H) ou` ∀j xj ∈ D(H)n−1 associe le morphisme de OD vers
D(H)n−1 qui a` Πn−1−j associe xj . Re´ciproquement, a` h ∈ HomOFn (OD,D(H)n−1) on associe∑n−1
j=0 Π
j−n+1.h(Πn−1−j) ∈ D(H).
Remarque 4.12. — Via l’isomorphisme pre´ce´dent D(H) ∼−−→ HomOFn (OD,D(H)n−1) l’action de
OD sur D(H) se fait via
∀d ∈ OD ∀h ∈ HomOFn (OD,D(H)n−1) (d.h)(•) = h(•d)
Au final on a donc une identification
HomOF (OD, O˘)n−1 ⊗O˘ D(H)n−1 = HomOFn ,σ(OD, O˘)⊗O˘ D(H)n−1
= HomOFn (OD,D(H)n−1)
= D(H)
Remarque 4.13. — Plus ge´ne´ralement, conside´rons le foncteur qui a` un OD ⊗OF O˘-module M
associe le O˘-module HomOD⊗O˘(M,D(H)). Il y a alors un isomorphisme naturel en M
HomOD⊗O˘(M,D(H))
∼
−−→M∗n−1 ⊗O˘ D(H)n−1
ou` M∗ = HomO˘(M, O˘) et donc M 7→M
∗
n−1 est le foncteur M 7→ Hom(OFn ,σ),O˘
(M, O˘).
4.3.2. Construction du morphisme. — Conside´rons maintenant le morphisme
αG∨,n−1(−1)⊗O˘D(H)n−1 : HomOFn ,σ(OD,D(H)n−1)⊗O˘OY˜∞ −→ ωG,n−1⊗D(H)n−1⊗OY˜∞(−1)
D’apre`s l’identification pre´ce´dente il de´finit un morphisme
D(H)⊗O˘ OY˜∞ −→ ωG,n−1 ⊗ D(H)n−1 ⊗OY˜∞(−1)
qui fournit donc un morphisme
Y˜∞ −→ P̂(D(H))
De´finition 4.14. — On muni P̂(D(H)) de l’action a` gauche de O×D de´finie par l’action l’action a`
droite de O×D sur D(H)
O×D −→ O
×
D −→ Aut(D(H))
d 7−→ d−1
Lemme 4.15. — Le morphisme pre´ce´dent de Y˜∞ vers P̂(D(H)) est O
×
D-e´quivariant au sens ou`
l’action a` droite de d ∈ O×D sur Y˜∞ est transforme´e en celle a` gauche de d
−1 sur P̂(D(H)).
De´monstration. C’est une conse´quence de la remarque 4.12 couple´e a` la de´finition de l’action
de O×D sur la rigidification du module de Tate du OD-module formel spe´cial universel donne´e dans
la de´finition 1.3.
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5. Rele`vement du morphisme Y˜∞ −→ P̂n−1 vers une cellule de l’espace de Lubin-Tate
5.1. E´clatement e´quivariant de l’espace projectif formel. — Il est aise´ de voir qu’apre`s
un e´clatement formel admissible l’action de O×D sur P̂(D(H)) s’e´tend en une action de D
×. En
effet, il suffit d’e´clater les ide´aux
u(ΠjD(H)⊗O
P̂(D(H)))(−1) 1 ≤ j ≤ n− 1
ou`
u : D(H)⊗O
P̂(D(H)) ։ OOP̂(D(H))(1)
est l’application universelle.
Fixons maintenant une cellule a = [Λ,M ] dans l’immeuble parame´trant les cellules de X∞.
La cellule Da ne de´pend que de M dans le couple [Λ,M ] et non de OnF . Rappelons que d’apre`s
le the´ore`me de Gross-Hopkins ([12],[9] the´ore`me 1 section 2.3.3) le morphisme des pe´riodes de
Hodge De-Rham
π˘ : Driga −→ P(D(H)Q)
rig
est un isomorphisme sur son image et que l’ouvert admissible π˘(Driga ) ve´rifie
P(D(H)Q)rig =
⋃
0≤j≤n−1
Πj .π˘(Driga )
ou` Πj .π˘(Driga ) = π˘(D
rig
Πj .a). Il existe donc un e´clatement formel admissible
˜̂P(D(H)) −→ P̂(D(H))
muni d’un ouvert W ⊂
˜̂P(D(H)) tels que l’action de D× sur P(D(H)Q)rig se prolonge a` ˜̂P(D(H)),
˜̂P(D(H)) = ⋃
0≤j≤n−1
Πj .W
et il y a un isomorphisme
ψa : Da
∼
−−→ Πj .W
ou` si a = [Λ,M ] M = ΠkOD, k ≡ j mod n, et induisant en fibre ge´ne´rique le morphisme des
pe´riodes (utiliser e´galement le fait que Da est normal pour voir qu’il existe unW ; un isomorphisme
A
∼
−−→ B entre alge`bres affino¨ıdes induit un isomorphisme A0
∼
−−→ B0 entre leurs boules unite´ pour
la norme infini). Cette dernie`re assertion signifie que si Fil ⊂ D(H)⊗O˜̂
P(D(H))
de´signe la filtration
localement facteur direct de rang n− 1 de´finissant l’espace projectif alors
ψ∗aFil|Πj .W = FilD(H)[
1
π
]
ou` si (Ha, ρHa) de´signe la de´formation universelle sur Da,
ρHa : H×Fq (Da mod π) −→ Ha ×Da (Da mod π)
FilD(H)[ 1pi ] = (ρHa∗)
−1V (Ha)[
1
pi ] ou` ρHa∗ est l’isomorphisme
D(H)⊗ODa [
1
π
]
∼
−−→ LieE(Ha)[
1
π
]
induit par ρHa via l’e´valuation des cristaux sur l’e´paississement (Da mod π) →֒ Da et ou` E(Ha)
de´signe la O-extension vectorielle universelle de Ha et V (Ha) sa partie vectorielle.
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5.2. Tire´ en arrie`re de l’e´clatement de l’espace projectif vers Y˜∞. — Soit K ⊂ OP̂(D(H))
l’ide´al admissible de´finissant l’e´clatement pre´ce´dent. Soit h : Y˜∞ −→ P̂(D(H)) le morphisme de´fini
pre´ce´demment. L’ide´al
K′ = OY˜∞ .h
−1K
ve´rifie
∃N πNOY˜∞ ⊂ K
′ ⊂ OY˜∞
Quitte a` remplacer K′ par
∏n−1
j=0 Π
j∗K′ on peut de plus supposer que K′ est tel que Π∗K′ =
K′. En effet, π ∈ D× agit sur Y∞ comme π ∈ GLn(F ), or K′ est GLn(F )-invariant. On fera
cette hypothe`se. De plus le morphisme h e´tant GLn(F )-invariant cet ide´al l’est. L’ide´al K e´tant
cohe´rent et “GLn(F )\Y˜∞” quasicompact au sens ou` ∃V ⊂ Y˜∞ un ouvert quasicompact tel que
Y˜∞ = GLn(F ).V on en de´duit
∃k0 ≥ 2 ∃K
′′ πNOY˜k0
⊂ K′′ ⊂ OY˜k0
et K′ = OY˜∞ .Π
−1
∞,k0
K
ou` Π∞,k0 : Y˜∞ −→ Y˜k0 et de plus on peut supposer que K
′′ est GLn(F )×D×-invariant.
De´finition 5.1. — Pour tout k ≥ k0 on note
˜˜
Yk le normalise´ de l’e´clatement formel admissible
de l’ide´al OY˜k .Π
−1
k,k0
K′′. On note ˜˜
Y = lim
←−
k≥k0
˜˜
Yk
dans la cate´gorie des sche´mas formels π-adiques sur Spf(O˘).
D’apre`s les proprie´te´s des ide´aux donne´es pre´ce´demment l’action de GLn(F ) × D× s’e´tend a`˜˜
Y∞. De plus il y a un morphisme D×-e´quivariant et GLn(F )-invariant
ξ :
˜˜
Y∞ −→
˜̂P(D(H))
ou` D×-e´quivariant signifie que l’action a` droite de D× a` la source est transforme´e en l’action a`
gauche au but via d 7→ d−1.
Remarque 5.2. — D’apre`s les re´sultats de l’appendice on peut construire
˜˜
Y∞ directement
comme le normalise´ dans sa fibre ge´ne´rique de l’e´clatement formel admissible de l’ide´al K′ dans
Y˜∞. Cela e´vite d’avoir a` repasser en niveau fini, passage qui est donc en quelque sorte artificiel
d’apre`s le corollaire A.28.
5.3. Rele`vement vers la cellule. — Pour tout j, 0 ≤ j ≤ n− 1 si a = [Λ,M ] est un sommet
de l’immeuble tel que [OD :M ] ≡ j mod n on a donc un morphisme
ψ−1a ◦ ξ : ξ
−1(W).Π−j −→ Da
ou` ˜˜
Y∞ =
⋃
0≤j≤n−1
ξ−1(W).Π−j
6. Construction du morphisme
˜˜
Y∞ −→ X∞
6.1. Caracte´risation modulaire de X∞. — Comme dans la section 3.1 on montre la propo-
sition suivante.
Proposition 6.1. — Soit a = [Λ,M ] et Da la cellule associe´e. Soit (Ha, ρa) la de´formation uni-
verselle sur Da. Soit Da = Spf(A). On note encore Ha pour le groupe p-divisible sur Spec(A)
associe´ au groupe p-divisible Ha sur Spf(A). Soit Yk le Spec(A)-sche´ma repre´sentant le faisceau
Hom(π−kΛ/Λ, H [πk]) (apre`s choix d’une base de Λ ce sche´ma est isomorphe a` H [πk]n). Soit
Uk ⊂ Yk,η l’ouvert/ferme´ du sche´ma e´tale fibre ge´ne´rique de Yk de´fini par
∀v ∈ π−kΛ/Λ \ {0} η(v) 6= 0
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ou` η : π−kΛ/Λ −→ H [πk] ×spec(A) Yk de´signe la section universelle. Alors si Spec(Ak) de´signe
l’adhe´rence sche´matique de Uk dans Y
normalise´
k , c’est a` dire l’unique ouvert/ferme´ de Y
normalise´
k
induisant Uk en fibre ge´ne´rique, on a
Spf(Ak) ≃ Da,Id+pikEnd(Λ)
Proposition 6.2. — Soit Z un sche´ma formel π-adique sur Spf(O˘) tel que
– tout ouvert quasicompact de Z posse`de un nombre fini de composantes connexes
– OZ est inte´gralement ferme´ dans OZ[
1
pi ]
Soit b un sommet de l’immeuble parame´trant les cellules de X∞ et f : Z −→ Db un morphisme.
Soit (H, ρ) la de´formation universelle sur Db. Soit
(x1, . . . , xn) ∈ Γ(Z,Hom(F/OF , f
∗H)[
1
π
]n)
tel que ∀U ⊂ Z un ouvert quasicompact la famille (x1, . . . , xn) soit line´airement inde´pendante sur
F dans le F -espace vectoriel
Γ(Z,Hom(F/OF , f
∗H)[
1
π
])
On peut alors construire naturellement un morphisme
Z −→
∐
a
Da,∞
De´monstration. Soit Spf(R) ⊂ Z un ouvert affine connexe. Soit H ′ le groupe p-divisible sur
Spec(R) associe´ au groupe p-divisible f∗H×ZSpf(R). D’apre`s le lemme 3.6 Spec(R[
1
pi ]) est connexe.
Le n-uplet (x1, . . . , xn) induit donc une quasi-iosge´nie
(F/OF )
n −→ H ′ ×Spec(R) Spec(R[
1
π
])
Il existe donc un unique re´seau Λ ⊂ Fn (le “module de Tate” a` l’inte´rieur du “module de Tate
rationnel”) tel que la quasi-isoge´nie compose´e
δ : Λ⊗ F/Λ −→ (F/OF )
n −→ H ′ ×Spec(R) Spec(R[
1
π
])
soit un isomorphisme. Alors δ induit un syste`me compatible d’isomorphismes
π−kΛ/Λ
∼
−−→ H ′[πk]×Spec(R) Spec(R[
1
π
])
Si b = [Λ0,M0] posons a = [Λ,M0] Il y a donc d’apre`s la proposition pre´ce´dente un syste`me
compatible de morphismes

Da,Id+pik+1End(Λ)

Spf(R) //
66lllllllllllll
<<
Da,Id+pikEnd(Λ)
D’ou`, puisque Da,∞ = lim
←−
k
Da,Id+pikEnd(Λ) dans la cate´gorie des sche´mas formels π-adiques, un
morphisme
Spf(R) −→ Da,∞
Il est facile de voir que ces diffe´rents morphismes se recollent en un morphisme de Z vers
∐
a Da,∞.
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6.2. Sur la suite de Hodge-Tate en niveau infini. — Comme pre´ce´demment pour G∨ on
de´finit une application de Hodge-Tate pour G
αG : OD ⊗OY∞ −→ ωG∨ ⊗OY∞
Proposition 6.3. — Dans la suite de Hodge-Tate de G∨ sur Y˜∞
ω∗G∨ ⊗OY˜∞
tαG−−−→ HomOF (OD,OF )⊗ Y˜∞
αG∨ (−1)−−−−−−−→ ωG ⊗OY˜∞(−1)
on a αG∨(−1) ◦ tαG = 0.
De´monstration. De la meˆme fac¸on que l’on a une de´composition αG∨ = ⊕j∈Z/nZαG∨,j on a une
de´composition αG = ⊕j∈Z/nZαG,j. Il suffit alors de montrer que ∀j αG∨,j(−1) ◦
tαG,j = 0. La
de´monstration est alors identique a` celle de la proposition 3.8.
6.3. Construction d’e´le´ments dans le module de Tate du groupe de Lubin-Tate uni-
versel tire´ en arrie`re sur
˜˜
Y∞. — Notons pour abre´ger
˜̂P := ˜̂P(D(H)). Rappelons que pour
a = [Λ,M ] ψa de´signe le morphisme
ψa : Da
∼
−−→ Πj .W
ou` W ⊂
˜̂P et j ≡ [OD :M ] mod n. Rappelons que l’on note
ξ :
˜˜
Y∞ −→
˜̂P
le morphisme construit dans la section 4.3. Fixons j, 0 ≤ j ≤ n − 1 et a comme pre´ce´demment
associe´ a` j. On note ˜˜
Y∞,j = ξ
−1(W).Π−j
et
ξj :
˜˜
Y∞,j
ξ
−→ Πj .W
On note (Ha, ρHa) la de´formation universelle sur Da ainsi que (G, ρG) celle sur Y.
Les structures de niveau sur (Yk)k≥1 de´finissent un morphisme associe´ a` 1 ∈ OD
F/OF −→ G×Y Y∞
Notons
µ : F/OF −→ G×Y
˜˜
Y∞
le morphisme associe´ sur
˜˜
Y∞. Soit maintenant κ ∈ HomOD(G,H
n)[ 1pi ]. On peut alors conside´rer
le morphisme compose´
F/OF
µ mod pi //
ν
,,ZZZZZZ
ZZZZZZ
ZZZZZZ
ZZZZZZ
ZZZZZZ
ZZZZZZ
ZZZZZZ
ZZZZZZ
ZZZZZZ
ZZZZZZ G× (
˜˜
Y∞,j mod π)
ρ−1
G
×Id
// G× ( ˜˜Y∞,j mod π) κ×Id // Hn × ( ˜˜Y∞,j mod π)
(ψ−1a ◦ξj)
∗ρnHa

(ψ−1a ◦ ξj)
∗Hna mod π
ou` ν ∈ Γ(
˜˜
Y∞,j,Hom(F/OF , (ψ−1a ◦ ξj)
∗Hna mod π)[
1
pi ]).
The´ore`me 6.4. — Le morphisme ν se rele`ve en caracte´ristique ze´ro :
ν ∈ Γ(
˜˜
Y∞,j ,Hom(F/OF , (ψ
−1
a ◦ ξj)
∗Hna )[
1
π
])
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De´monstration. Comme dans la de´monstration du the´ore`me 3.9 on applique le crite`re de
rele`vement de Messing. Conside´rons le morphisme compose´ de O-modules π-divisibles
F/OF
µ mod pi //
G× (
˜˜
Y∞ mod π)
ρ−1
G
×Id
// G× ( ˜˜Y∞ mod π) κ×Id // Hn × ( ˜˜Y∞ mod π)
Le morphisme induit au niveau de l’e´valuation des cristaux sur l’e´paississement (
˜˜
Y∞ mod π →֒˜˜
Y∞) induit un e´le´ment
1 7−→ Y ∈ D(H)n ⊗O ˜˜
Y∞
[
1
π
]
Soit Fil ⊂ D(H)⊗O˜̂
P
la filtration de´finissant l’espace projectif. E´tant donne´ que ψa est un mode`le
entier de l’application des pe´riodes on doit ve´rifier que
Y ∈ (ξ∗Fil[
1
π
])n ⊂ D(H)n ⊗O ˜˜
Y∞
[
1
π
]
Rappelons que l’application de Hodge-Tate
αG : OD ⊗O ˜˜
Y∞
−→ ωG∨ ⊗O ˜˜
Y∞
est telle que
OD ⊗O ˜˜
Y∞
[ 1pi ]
αG // ωG∨ ⊗O ˜˜
Y∞
[ 1pi ]
  // D(G)⊗O ˜˜
Y∞
[ 1pi ]
κ∗⊗Id // D(H)n ⊗O ˜˜
Y∞
[ 1pi ]
1⊗ 1
 // Y
E´crivons Y = (Yi)1≤i≤n, Yi ∈ D(H)⊗O ˜˜
Y∞
[ 1pi ]. Rappelons qu’on identifie D(H) a` HomOD (OD,D(H))
(cf. section 4.3.1) et qu’alors d’apre`s la suite pre´ce´dente
Yi =
tαG(γi)
ou` tαG de´signe HomOD(αG,D(H)), le transpose´ relativement a` la dualite´ HomOD(−,D(H)), et
γi : ωG∨ ⊗O ˜˜
Y∞
[ 1pi ]
  // D(G)⊗O ˜˜
Y∞
[ 1pi ]
κ∗⊗Id// D(H)n ⊗O ˜˜
Y∞
[ 1pi ]
pri // // D(H)⊗O ˜˜
Y∞
[ 1pi ]
Donc d’apre`s la remarque 4.13 si δi ∈ ω∗G∨,n−1⊗D(H)n−1 = HomO˘(ωG∨ ,D(H)n−1)[
1
pi ] est la forme
line´aire
δi : ωG∨,n−1 ⊗O ˜˜
Y∞
[ 1pi ]
  // D(G)n−1 ⊗O ˜˜
Y∞
[ 1pi ]
κ∗⊗Id // D(H)nn−1 ⊗O ˜˜Y∞ [ 1pi ]
pri // D(H)n−1 ⊗O ˜˜
Y∞
[ 1pi ]
on a avec les notations de la section 4.3.2
Yi = ((
tαG,n−1)⊗ D(H)n−1)(δi)
Le the´ore`me est donc une conse´quence de la proposition 6.3.
Proposition 6.5. — La construction pre´ce´dente de´finit un morphisme
HomOD(G,H
n)[
1
π
] −→ Γ(
˜˜
Y∞,j ,Hom(F/OF , (ψ
−1
a ◦ ξj)
∗Ha)[
1
π
])n
Si ν = (ν1, . . . , νn) correspond a` ∆
−1 ∈ HomOD(G,H
n)[ 1pi ] alors pour tout ouvert quasicompact
U de
˜˜
Y∞,j les e´le´ments (ν1|U , . . . , νn|U ) sont line´airement inde´pendants dans le F -espace vectoriel
Hom(F/OF , (ψ−1a ◦ ξj|U )
∗Ha)[
1
pi ].
De´monstration. Pour de´montrer l’inde´pendance line´aire on proce`de par spe´cialisation afin de se
ramener au cas d’un point. Soit donc U comme dans l’e´nonce´. On peut supposer U = Spf(R). La
O˘-alge`bre R e´tant π-adique sans π-torsion il existe un corps value´ complet K pour une valuation
de rang 1 e´tendant celle de F˘ et un morphisme continu R −→ OK (utiliser le the´ore`me 1.2.1 p.13
de [1] applique´ a` l’alge`bre de Banach R[ 1pi ]). Soit θ : Spf(OK) −→ Spf(R) →֒
˜˜
Y∞,j . Il suffit alors de
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montrer l’inde´pendance line´aire de (θ∗ν1, . . . , θ
∗νn). Mais cela est de´montre´ a` la fin de la section
9.1 de [10].
6.4. Construction du morphisme de
˜˜
Y∞ vers X∞. — Comme dans la section 3.6 on montre
la proposition suivante.
Proposition 6.6. — Soit G le OD-module formel universel sur Ω̂. Soit C ⊂ O
×
D un sous-groupe
ouvert, U ⊂ ΩC un ouvert admissible non-vide et s¯ ∈ U(F˘ ). Alors le sous-groupe de monodromie
arithme´tique image de
π1(U, s¯) −→ AutOD(Tp(G)) ≃ O
opp
D
×
est un sous-groupe ouvert de OoppD
×
. Donc, si ΠC′,C : ΩC′ −→ ΩC l’ensemble lim
←−
C′⊂C
π0(Π
−1
C′,C(U))
est fini.
Corollaire 6.7. — Tout ouvert quasicompact de
˜˜
Y∞ posse`de un nombre fini de composantes
connexes et de plus O ˜˜
Y∞
est inte´gralement ferme´ dans O ˜˜
Y∞
[ 1pi ].
Soit j, 0 ≤ j ≤ n−1 et b un sommet de l’immeuble associe´ a` j c’est a` dire tel que si b = [Λ,ΠkOD]
alors k ≡ j mod n. D’apre`s le corollaire pre´ce´dent, la proposition 6.5 et la proposition 6.2 on peut
construire un morphisme
ωj :
˜˜
Y∞,j −→
∐
a
D∞,a
dont on ve´rifie aussitoˆt qu’il ne de´pend pas du choix fait de b. Il est e´galement aise´ de ve´rifier que
ce morphisme est GLn(F )-e´quivariant ou` l’action a` gauche de GLn(F ) sur
˜˜
Y∞,j est transforme´e
en celle a` droite sur
∐
a D∞,a via g 7→
tg.
Proposition 6.8. — Pour j1, j2 le diagramme suivant est commutatif∐
a D∞,a
##G
GG
GG
GG
GG
G
˜˜
Y∞,j1 ∩
˜˜
Y∞,j2
ωj1
88ppppppppppp
ωj2 &&NN
NNN
NNN
NNN
X∞
∐
a D∞,a
;;wwwwwwwwww
De´monstration. Soient 0 ≤ j1 < j2 ≤ n− 1 Avec les notations de [9] on a pour b1 associe´ a` j1
et b2 associe´ a` j2
∂j2−j1Db1
ψb1
≃ ))SSS
SSS
SSS
S
Πj1 .W ∩ Πj2 .W
∂j2−j1Db2
ψb2
≃
55kkkkkkkkkk
il est aise´ d’en de´duire qu’il y a des factorisations
˜˜
Y∞,j1 ∩
˜˜
Y∞,j2
//
ωj1
**
ωj2
44
∐
a→a′
D∞,a→a′ ////
∐
a
D∞,a
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Il y a donc un morphisme GLn(F )×D×-e´quivariant˜˜
Y∞ −→ X∞
ou` l’action de GLn(F ) est transforme´e via g 7→ tg et celle de D× via d 7→ d−1.
7. Construction de l’isomorphisme
Nous utiliserons maintenant les re´sultats de l’appendice afin de ne pas avoir a` repasser en niveau
fini a` chaque fois que l’on veut e´clater un ide´al, ce qui deviendrait rapidement inextricable comme
l’auteur a pu le ve´rifier en tentant de re´diger cette section sans les re´sultats de l’appendice.
7.1. De nouveaux e´clatements. — On a construit dans les section pre´ce´dentes un diagramme
GLn(F )×D×-e´quivariant de morphismes de sche´mas formels π-adiques sur Spf(O˘)
X˜∞
!!B
BB
BB
BB
B

˜˜
Y∞
}}||
||
||
||
X∞ Y∞
Rappelons que X˜∞ n’est pas vraiment un e´clatement formel admissible d’un ide´al de OX∞ mais
plutoˆt d’une famille d’ide´aux. Plus pre´cise´ment
X∞ =
⋃
a
Da,∞
et pour tout a il y a un ide´al admissible Ia ⊂ ODa,∞ tel que
– ∀(g, d) ∈ GLn(F )×D× (g, d)∗I(g,d).a = Ia
– ∀a, a′ Ia′|Da′,∞∩Da,∞ devient localement libre de rang un sur l’e´clate´ formel admissible de Ia
dans Da′,∞ ∩ Da,∞ (mais en ge´ne´ral Ia′|Da,∞∩Da,∞ 6= Ia|Da,∞∩Da,∞)
– D˜a,∞ est le normalise´ dans sa fibre ge´ne´rique de l’e´clatement formel admissible de Ia
Notons
f :
˜˜
Y∞ −→ X∞
Notons pour tout a
Va = f
−1(Da,∞) et Ja = OVa .f
−1Ia
un ide´al admissible de OVa . Soit V˜a le normalise´ dans sa fibre ge´ne´rique de l’e´clatement formel
admissible de Ja. Pour tout couple a, a
′ l’ide´al Ja′|Va′∩Va devient localement libre de rang un
sur V˜a. Les V˜a se recollent donc (utiliser la proprie´te´ universelle des normalisations dans la fibre
ge´ne´rique/e´clatements formels admissibles, cf. appendice) en un sche´ma formel
Y˜(3)∞ =
⋃
a
V˜a
qui est GLn(F )×D×-e´quivariant. De plus il y a un morphisme e´quivariant
Y˜(3)∞ −→ X˜∞
Dans l’autre sens soit
h : X˜∞ −→ Y∞
Il existe un ide´al admissible GLn(F )×D×-invariant J ⊂ OY∞ tel que
˜˜
Y∞ soit le normalise´ dans
sa fibre ge´ne´rique de l’e´clatement formel admissible de J dans Y∞. Soit X˜
(2)
∞ le normalise´ dans sa
fibre ge´ne´rique de l’ide´al admissible O
X˜∞
.f−1J. Il est muni d’une action de GLn(F )×D× et il y
a de plus un morphisme e´quivariant
X˜(2)∞ −→
˜˜
Y∞
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On a donc un nouveau diagramme au dessus du pre´ce´dent
X˜
(2)
∞
!!B
BB
BB
BB
B

Y˜
(3)
∞
}}||
||
||
||
X˜∞
˜˜
Y∞
Mais si h′ : X˜
(2)
∞ −→ Y˜∞ on a un diagramme pour tout a
h′−1(Va)
h′
##F
FF
FF
FF
FF

D˜a,∞

Va
f{{ww
ww
ww
ww
w
Da,∞
et donc l’image re´ciproque a` h′−1(Va) par h’ de l’ide´al Ia, Oh′−1(Va).h
′−1Ia est localement libre
de rang un sur h′−1(Va) puisque c’est le cas sur D˜a,∞ (on utilise toujours le fait que sur un
sche´ma formel π-adique sans π-torsion un ide´al admissible est localement libre de rang un ssi
il est localement monoge`ne). Donc d’apre`s la proprie´te´ universelle du “normalise´ dans la fibre
ge´ne´rique/e´clate´” le morphisme h′ se rele`ve a` Y˜
(3)
∞ . De la meˆme fac¸on on rele`ve le morphisme
Y˜
(3)
∞ −→ X˜∞ a` X˜
(2)
∞ .
On obtient donc au final un diagramme
X˜
(2)
∞
!!B
BB
BB
BB
B

//
Y˜
(3)
∞oo
}}||
||
||
||
X˜∞
!!D
DD
DD
DD
D

˜˜
Y∞
}}zz
zz
zz
zz
X∞ Y∞
Le but des sections qui suivent est maintenant de de´montrer le the´ore`me suivant.
The´ore`me 7.1. — Les deux morphismes X˜
(2)
∞
//
Y˜
(3)
∞oo sont inverses l’un de l’autre et four-
nissent donc un isomorphisme e´quivariant entre X˜
(2)
∞ et Y˜
(3)
∞ .
7.2. Retour aux suites de Hodge-Tate en niveau infini. — Nous allons ame´liorer les
re´sultats pre´ce´dents d’exactitude des suites de Hodge-Tate en niveau infini.
Lemme 7.2. — Soit (X,OX) un espace annele´ et u : E1 −→ E2 un morphisme de OX-modules
localement libres de rang r. Soit t ∈ Γ(X,OX).
– Si coker u est annule´ par t alors coker (detu) est annule´ par tr
– Si coker (det u) est annule´ par t alors coker u est annule´ par t et localement sur X il existe
un morphisme v
E1 u
// E2
v
vv Ucl
tel que u ◦ v = t.
The´ore`me 7.3. — Soit K|F un corps value´ complet pour une valuation de rang 1 e´tendant celle
de F . Soit H0 un O-module π-divisible sur OK . Dans la suite de Hodge-Tate
ω∗H0 ⊗OK̂(1)
tαH∨0
(1)
−−−−−−→ Tp(H)⊗O
K̂
αH0−−−→ ωH∨0 ⊗OK̂
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on a kerαH0/Im
tαH∨0 (1) est annule´ par π
n−1.
De´monstration. On renvoie a` [10].
On reprend maintenant les notations de la section 2.
Proposition 7.4. — Soit a = [Λ,M ] un sommet de l’immeuble parame´trant les cellules de X∞
et D˜∞ := D˜a,∞ la cellule e´clate´e en niveau infini. Soit la suite de Hodge-Tate sur D˜∞
ω∗H∨ ⊗OD˜∞
tαH−−−−→ Λ∗ ⊗O
D˜∞
αH∨ (−1)−−−−−−−→ ωH ⊗OD˜∞(−1)
Alors ker ( tαH)/Im (αH∨(−1)) est annule´ par πn−1.
De plus, localement sur D˜∞ il y a un morphisme β
ω∗H∨ ⊗OD˜∞ tαH
// Λ∗ ⊗O
D˜∞
β
xx
tel que tαH ◦ β = πn−1 et β ◦ tαH = πn−1.
De´monstration. On sait, par construction de D˜∞ que Im (αH∨ (−1)) est localement libre de
rang un. On en de´duit aise´ment que ker (αH∨(−1)) est localement libre de rang n− 1. D’apre`s la
proposition 3.8 il y a un morphisme
u : ω∗H∨ ⊗OD˜∞
tαH−−−−→ ker (αH∨ (−1))
Inte´ressons-nous a` det u = ∧n−1u. Localement sur un ouvert quasicompact U de D˜∞ det u est
donne´ par une fonction f ∈ Γ(U ,O
D˜∞
). Soit x ∈ U(OCp), x : Spf(OCp) −→ U . E´tant donne´ que la
suite exacte
0 −→ ker (αH∨ ) −→ Λ
∗ ⊗O
D˜∞
αH∨−−−−→ Im (αH∨(−1))(−1))
est localement scinde´e on en de´duit que ker(αx∗H∨(−1)) = x∗ ker (αH∨ ) et donc d’apre`s le
the´ore`me 7.3 couple´ au premier point du lemme 7.2
|f(x)| ≥ |πn−1|
Du lemme qui suit on en de´duit que πn−1 ∈ OU .f et on conclut graˆce au second point du lemme
7.2.
Lemme 7.5. — Soit U un ouvert quasicompact de D˜∞, α ∈ N et f ∈ Γ(U ,OD˜∞) tel que ∀x ∈
U(OCp) |f(x)| ≥ |π
α|. Alors πα ∈ OU .f .
De´monstration. L’ouvert U e´tant quasicompact il existe k ≥ 3 ainsi qu’un ouvert V ⊂ D˜k et
g ∈ Γ(V ,O
D˜k
) tels que l’image re´ciproque de V en niveau infini soit U et f ≡ g mod πα+1. L’appli-
cation U(OCp) −→ V(OCp) est surjective (on a V(OCp) = V
rig(Cp) et, revenant a` l’interpre´tation
modulaire de Drig∞ , on peut toujours prolonger une structure de niveau finie en une infinie sur Cp).
Par hypothe`se on a donc
∀x ∈ V(OCp) |g(x)| ≥ |π
α|
Mais V e´tant normal on en de´duit que πα ∈ (g) et donc πα ∈ (f, πα+1) ce qui implique πα ∈ (f)
puisque D˜∞ est π-adique.
Corollaire 7.6. — La suite
0 −→ ω∗H∨ ⊗OD˜∞ [
1
π
]
tαH−−−−→ Λ∗ ⊗O
D˜∞
[
1
π
]
αH∨ (−1)−−−−−−−→ ωH ⊗OD˜∞ [
1
π
](−1) −→ 0
est exacte localement scinde´e. De plus le conoyau du morphisme
αH : Λ⊗OD˜∞ −→ ωH∨ ⊗OD˜∞
est annule´ par πn−1.
De la meˆme fac¸on on montre avec les notations de la proposition 6.3 la proposition qui suit.
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Proposition 7.7. — Dans la suite de Hodge-Tate de G∨ sur Y˜∞
ω∗G∨ ⊗OY˜∞
tαG−−−→ HomOF (OD,OF )⊗OY˜∞
αG∨ (−1)−−−−−−−→ ωG ⊗OY˜∞(−1)
on a ker(αG∨(−1))/Im( tαG) est annule´ par πn−1 et il existe un morphisme β : HomOF (OD,OF )⊗
Y˜∞ −→ ω∗G∨ ⊗OY˜∞ tel que
tαG ◦ β = πn−1 et β ◦ tαG = πn−1. La suite
ω∗G∨ ⊗OY˜∞ [
1
π
]
tαG−−−→ HomOF (OD,OF )⊗OY˜∞ [
1
π
]
αG∨ (−1)−−−−−−−→ ωG ⊗OY˜∞ [
1
π
](−1)
est exacte localement scinde´e.
7.3. De´monstration du the´ore`me principal. —
7.3.1. La compose´e X˜
(2)
∞ −→ Y˜
(3)
∞ −→ X˜
(2)
∞ est l’identite´. — Nous utiliserons constamment les
deux faits suivants :
– Soient Z et X deux sche´mas formels π-adiques sans π-torsion. Soit Z˜
p
−→ Z un e´clatement
formel admissible. Soient X
f1 //
f2
// Z˜ deux morphismes tels que p◦ f1 = p◦ f2. Alors f1 = f2.
– Soit X π-adique sans π-torsion. Deux morphismes X
//
// P̂n sont e´gaux ssi les morphismes
associe´s le sont apre`s inversion de π le sont. Plus pre´cise´ment si
L1
OnX
%% %%KK
KK
KK
99 99ssssss
L2
correspond a` nos deux morphismes alors ceux-ci sont e´gaux ssi ∃u
L1[
1
pi ]
≃u

(OX[
1
pi ])
n
'' ''PP
PPP
PP
77 77nnnnnnn
L2[
1
pi ]
Soit a = [Λ,M ] un sommet de l’immeuble parame´trant les cellules de X∞. Soit D˜
(2)
∞ := D
(2)
a,∞
l’image re´ciproque de D˜a,∞ dans X˜
(2)
∞ . Commenc¸ons par montrer que le diagramme suivant est
commutatif.
D˜(2)∞
  //

X˜
(2)
∞
// Y˜(3)

D∞

˜˜
Y∞
vvmmm
mmm
mmm
mmm
mmm
m
˜̂P(D(H))
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ou` le morphisme D∞ −→
˜̂P(D(H)) est celui note´ ψa dans la section 5.1. Il suffit de montrer que le
diagramme qui suit est commutatif.
D˜(2)∞
//

˜˜
Y∞

Y˜∞
{{ww
ww
ww
ww
w
P̂(D(H))
Avec les notations des sections pre´ce´dentes le morphisme compose´
D˜(2)∞ −→
˜˜
Y∞ −→ Y˜∞ −→ P̂(D(H))
est obtenu a` partir de l’application de Hodge-Tate de G tire´ en arrie`re sur D˜(2)∞
αG∨,n−1 ⊗ Id : HomOF (OD, O˘)n−1 ⊗ D(H)n−1︸ ︷︷ ︸
D(H)
⊗O
D˜
(2)
∞
[
1
π
] −→ ωG,n−1 ⊗ D(H)n−1 ⊗OD˜(2)∞ [
1
π
]
Mais d’apre`s la remarque 4.13 et la proposition 7.7 le noyau de l’application pre´ce´dente est obtenu
en appliquant HomOD(−,D(H)) a`
αG : OD ⊗OD˜(2)∞ [
1
π
] −→ ωG∨ ⊗OD˜(2)∞ [
1
π
]
via HomOD(OD,D(H)) ≃ D(H). Mais si H de´signe le groupe de Lubin-Tate universel sur D˜
(2)
∞
l’image de la compose´e
OD ⊗OD˜(2)∞ [
1
pi ]
αG // ωG∨ ⊗OD˜(2)∞ [
1
pi ]
  ρ
−1
G∗ // D(G)⊗O
D˜
(2)
∞
[ 1pi ] ≃
∆−1∗ // D(H)n ⊗O
D˜
(2)
∞
[ 1pi ]
1⊗ 1 // (x1, . . . , xn)
est telle que si
αH : Λ⊗OD˜(2)∞
[
1
π
] = O
D˜
(2)
∞
[
1
π
]n −→ ωH∨ ⊗OD˜(2)∞
[
1
π
]
ρ−1
H∗
→֒ D(H)⊗O
D˜
(2)
∞
[
1
π
]
alors Im αH = OD˜(2)∞ [
1
pi ]x1+· · ·+OD˜(2)∞ [
1
pi ]xn. Cela de´coule en effet de ce que modulo π les e´le´ments
du module de Tate de H et G sont relie´s par (en notations abre´ge´es)
F/OF −→ H
n mod π
ρ−1
H−−−→ Hn ∆−−→ G
ρG
−−→ G mod π
ou` F/OF −→ Hn mod π fournit l’identification du module de Tate de H avec Fn et la compose´e
F/OF −→ G mod π fournit l’e´le´ment 1 ∈ OD associe´ a` l’identification du module de Tate de G
avec D.
Appliquant maintenant HomOD(−,D(H)) a`
OD ⊗OD˜(2)∞ [
1
π
] −→ D(H)n ⊗O
D˜
(2)
∞
[
1
π
]
on en de´duit aise´ment que la filtration de D(H) associe´ a` la compose´e
D˜(2)∞ −→
˜˜
Y∞ −→ Y˜∞ −→ P̂(D(H))
est donne´e par Im (αH). Mais d’apre`s le corollaire 7.6 Im (αH) co¨ıncide avec ωG∨ ⊗OD˜(2)∞ [
1
pi ] qui
de´finit la filtration associe´e au morphisme D˜(2)∞ −→ D −→ P̂(D(H)). On a donc bien montre´ que
le diagramme voulu de morphismes vers
˜̂P(D(H)) est commutatif.
Reste a` voir que le morphisme D(2)∞ −→
˜˜
Y∞ −→
˜̂P(D(H)) releve´ a` X∞ graˆce au e´le´ments du
module de Tate de H construits dans la section 5 co¨ıncide avec la projection D˜(2)∞ −→ D∞ ⊂ X∞.
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Mais c’est une conse´quence imme´diate de ce que ces e´le´ments du module de Tate co¨ıncident modulo
π puisque modulo π les constructions des sections 3.4 et 6.3 sont inverses l’une de l’autre.
7.3.2. La compose´e Y˜(3) −→ X˜
(2)
∞ −→ Y˜(3) est l’identite´. — La me´thode de de´monstration est
identique a` celle de la section pre´ce´dente. On de´montre graˆce aux re´sultats de la section 7.2
que deux morphismes Y˜
(3)
∞
// // Ω̂ co¨ıncident. Puis comme pre´ce´demment on constate que les
rele`vements associe´s vers Y∞ co¨ıncident.
Appendice A
Comple´ments sur les sche´mas formels π-adiques
On fixe O˘ un anneau de valuation de hauteur 1 et π un e´le´ment de O˘ de valuation strictement
positive. On note k le corps re´siduel de O˘. Tous les sche´mas formels conside´re´s seront suppose´s
quasi-se´pare´s.
A.1. Quelques lemmes d’alge`bre π-adique. — Si R est une O˘-alge`bre on note R̂ le comple´te´
π-adique de R. Si R est une O˘-alge`bre sans π-torsion on note R la fermeture inte´grale de R dans
R[ 1pi ].
Nous utiliserons constamment le lemme suivant dont la de´monstration ne pose pas de proble`me.
Lemme A.1. — Soit R une O˘-alge`bre sans π-torsion. Alors,
– R̂ est sans π-torsion
– Soit α : R[ 1pi ] −→ R̂[
1
pi ]. Alors R = α
−1
(
R̂
)
.
– si R est inte´gralement ferme´ dans R[ 1pi ] alors R̂ est inte´gralement ferme´ dans R̂[
1
pi ].
– si R s’e´crit comme une limite inductive filtrante R = lim
−→
i
Ri ou` les (Ri)i sont des O˘-alge`bre
sans π-torsion telle que ∀i Ri soit inte´gralement ferme´ dans Ri[
1
pi ] alors R est inte´gralement
ferme´ dans R[ 1pi ].
Corollaire A.2. — Soit R une O˘-alge`bre sans π-torsion. Alors, canoniquement,
R̂ =
̂̂
R
De´monstration. Le morphisme R −→ R̂ induit par application de (̂−) un morphisme R̂ −→
̂̂
R.
Dans l’autre sens, le morphisme R −→ R induit par comple´tion R̂ −→ R̂. Mais d’apre`s le lemme
pre´ce´dent R̂ est inte´gralement ferme´ dans R̂[ 1pi ], donc le morphisme pre´ce´dent se prolonge en un
morphisme R̂ −→ R̂. Par comple´tion π-adique ce morphisme induit un morphisme
̂̂
R −→ R̂.
On ve´rifie que les deux morphismes pre´ce´dents sont inverses l’un de l’autre.
Remarque A.3. — Dans le lemme et corollaire pre´ce´dent on ne suppose pas que R est se´pare´
pour la topologie π-adique. De plus meˆme si R est π-adique en ge´ne´ral R n’est pas force´ment
se´pare´.
A.2. Rappels sur les sche´mas formels π-adiques. —
De´finition A.4. — On appelle sche´ma formel π-adique (sous-entendu sur Spf(O˘)) un sche´ma
formel Z sur Spf(O˘) tel que πOZ soit un ide´al de de´finition de Z. La cate´gorie des sche´mas formels
π-adiques est donc e´quivalente a` la 2-limite projective de la cate´gorie fibre´e des sche´mas sur
(Spec(O˘/πkO˘))k≥1. Cela signifie que se donner un sche´ma formel π-adique est e´quivalent a` se
donner une famille (Zk)k≥1 ou` Zk est un Spec(O˘/πkO˘)-sche´ma munie d’isomorphismes Zk+1 ⊗
O˘/πkO˘
∼
−−→ Zk satisfaisant une condition de cocyle e´vidente (un sche´ma formel π-adique n’est
rien d’autre qu’un cas particulier d’ind-sche´ma).
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Pour Z un sche´ma formel π-adique on note OZ[
1
pi ] le faisceau associe´ au pre´faisceau U 7→
OZ(U)[
1
pi ]. Cela signifie que pour U un ouvert quasicompact Γ(U,OZ[
1
pi ]) = Γ(U,OZ)[
1
pi ].
Exemple A.5. — Si Z =
∐
N Spf(O˘) alors Γ(Z,OZ)[
1
pi ] = (O˘
N)[ 1pi ] ( O˘[
1
pi ]
N = Γ(Z,OZ[
1
pi ]).
De´finition A.6. — On dit que Z est sans π-torsion si le faisceauOZ l’est c’est a` dire OZ
×pi
−−−→ OZ
est un monomorphisme.
Lemme A.7. — La sche´ma formel π-adique Z est sans π-torsion ssi il posse`de un recouvrement
affine (Spf(Ri))i∈I tel que ∀i Ri soit sans π-torsion.
De´monstration. Utiliser le fait que pour R π-adique sans π-torsion et f ∈ R R < 1f > est sans
π-torsion puisque R[1/f ] l’est (lemme A.1).
A.3. Morphismes affines. —
De´finition A.8. — Un morphisme de sche´mas formels π-adiques X −→ Y est dit affine si le
morphisme de sche´mas induit entre les fibres spe´ciales X ⊗ k −→ Y ⊗ k l’est ou encore de fac¸on
e´quivalente si ∀k le morphisme de sche´mas induit X⊗ O˘/πkO˘ −→ Y⊗ O˘/πkO˘ l’est.
Ainsi si X est un sche´ma formel π-adique la cate´gorie des X-sche´mas formels π-adiques finis
est e´quivalente a` la cate´gories des faisceaux de OX-alge`bres A tels que l’application canonique
A −→ lim
←−
k
A/πkA est un isomorphisme et ∀k A/πkA est une OX⊗O˘/pikO˘-alge`bre quasi-cohe´rente.
A.4. Limite projective dans la cate´gorie des sche´mas formels π-adiques. —
Proposition A.9. — Soit (I,≥) un ensemble ordonne´ filtrant de´croissant et ((Zi)i∈I , (ϕij)i≥j)
un syste`me projectif de sche´mas formels π-adiques tel que les morphismes de transition ϕij soient
affines. Alors lim
←−
i∈I
Zi existe dans la cate´gorie des spf(O˘)-sche´mas formels et c’est un sche´ma
formel π-adiques e´gal a`
lim
−→
k∈N
lim
←−
i∈I
(Zi ⊗ O˘/π
kO˘)
De´monstration. La de´monstration ne pose pas de proble`me. On renvoie au chapitre 8 de EGA
IV pour les limites projectives de sche´mas a` morphismes de transition affines.
Exemple A.10. — Si Zi = Spf(Ri) alors lim
←−
i
Spf(Ri) = Spf(R∞) ou`
R∞ = l̂im
−→
i
Ri
Par exemple si on conside`re la limite projective de reveˆtements de Ku¨mmer D ← · · · ← D ← . . .
ou` D = Spf(O˘ < T, T−1 >) et les morphismes de transition sont tous t 7→ tp alors
R∞ = {
∑
α∈Z[ 1
p
]
aαT
α | aα ∈ O˘ aα −→
|α|→+∞
0 aα −→
vp(α)→−∞
0 }
ou` aα → 0 signifie tendre vers 0 pour la topologie π-adique.
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A.5. Normalisation dans la fibre ge´ne´rique. —
De´finition A.11. — Pour un sche´ma formel π-adique sans π-torsion Z on dit que OZ est
inte´gralement ferme´ dans OZ[
1
pi ] si pour tout ouvert U Γ(U,OZ) est inte´gralement ferme´ dans
Γ(U,OZ[
1
pi ]). Cela est e´quivalent a` dire que ∀z ∈ Z OZ,z est inte´gralement ferme´ dans OZ,z[
1
pi ]
ou bien encore que pour tout ouvert quasicompact U Γ(U,OZ) est inte´gralement ferme´ dans
Γ(U,OZ)[
1
pi ].
Lemme A.12. — Soit Z un sche´ma formel π-adique sans π-torsion. Alors OZ est inte´gralement
ferme´ dans OZ[
1
pi ] ssi il existe un recouvrement affine (Spf(Ri))i de Z tel que ∀i Ri est inte´gralement
clos dans Ri[
1
pi ].
De´monstration. Soit R une O˘-alge`bre π-adique sans π-torsion. Il suffit d’utiliser le fait que R
inte´gralement ferme´ dans R[ 1pi ] implique que pour f ∈ R il en est de meˆme pour R[
1
f ] et donc
d’apre`s le lemme A.1 il en est de meˆme pour R < 1f >.
Lemme A.13. — Soit Z un sche´ma formel π-adique sans π-torsion. Soit A la OZ-alge`bre qui est
le faisceau associe´ au pre´faisceau qui a` U quasicompact associe la fermeture inte´grale de Γ(U,OZ)
dans Γ(U,OZ)[
1
pi ]. Alors, pour tout ouvert affine Spf(R) ⊂ Z Γ(Spf(R),A) est la fermeture inte´grale
de R dans R[ 1pi ]. De plus ∀k ≥ 1 A/π
kA est une OZ⊗O˘/pikO˘-alge`bre quasi-cohe´rente sur le sche´ma
Z⊗ O˘/πkO˘.
De´monstration. Soit Spf(R) ⊂ Z un ouvert affine. E´tant donne´ que A ⊂ OZ[
1
pi ] et que Spf(R)
est quasicompact Γ(Spf(R),A) ⊂ R[ 1pi ]. Soit donc s ∈ Γ(Spf(R),A). Il existe un recouvrement
affine fini Spf(R) = ∪i∈ID(fi) ou` ∀i fi ∈ R tel que ∀i s|D(fi) ve´rifie
s|D(fi) ∈ R < 1/fi >
Mais d’apre`s le lemme A.1 pour tout i ∈ I l’image re´ciproque de R < 1fi > dans R[
1
fi
][ 1pi ] par
l’application R[ 1fi ][
1
pi ] −→ R <
1
fi
> [ 1pi ] est e´gale a` R[
1
fi
]. On en de´duit graˆce au recouvrement
affine Spec(R) = ∪i∈ID′(fi) ou` cette fois-ci D′(fi) = Spec(R[
1
fi
]) que l’e´le´ment de R[ 1pi ] associe´ a` s
est localement sur Spec(R) entier sur OSpec(R), donc entier sur R (cf. par exemple la de´monstration
de la proposition 6.1.4 de EGA II p.110). On a donc de´montre´ que Γ(Spf(R),A) = R.
Montrons maintenant que ∀k ≥ 1 A/πkA est quasi-cohe´rente. Soit donc spf(R) ⊂ Z un ouvert
affine et pour un f ∈ R l’ouvert D(f) = Spf(R < 1f >). Soit A = R[1/f ]. On a A = R[1/f ]. Donc
par application du corollaire A.2 a` l’anneau A
R̂ <
1
f
>= ̂R < 1/f >
Donc ∀k ≥ 1 par tensorisation de l’e´galite´ pre´ce´dente par O˘/πkO˘
R/πkR[
1
f
] = R < 1/f >/πkR < 1/f >
Soit B le pre´faisceau U 7→ A(U)/πkA(U). L’e´galite´ pre´ce´dente s’e´crit
Γ(Spf(R),B)[1/f ] = Γ(D(f),B)
Donc le faisceau associe´ A est quasi-cohe´rent.
Proposition A.14. — Soit Z un sche´ma formel π-adique sans π-torsion. Soit A la OZ-alge`bre
de´finie dans le lemme pre´ce´dent par normalisation de OZ dans OZ[
1
pi ]. Soit
Znorm = lim
−→
k
SpecZ⊗O˘/pikO˘(A/π
kA)
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qui est un Z-sche´ma formel affine. Il ve´rifie OZnorm est inte´gralement ferme´ dans OZnorm [
1
pi ]. De
plus pour tout sche´ma formel π-adique sans π-torsion X tel que OX soit inte´gralement ferme´ dans
OX[
1
pi ] pour tout morphisme X −→ Z il existe une unique extension
Znorm

X
∃
<<yyyyyyyyy
// Z
De´finition A.15. — Le sche´ma formel pre´ce´dent Znorm est appele´ le normalise´ de Z dans sa
fibre ge´ne´rique.
Exemple A.16. — Soit Z un sche´ma formel localement de type fini sur Spf(O˘) sans π-torsion
tel que Zrig soit normal. Alors on a vu dans l’appendice A de [9] que Znorm = Spf(A) ou` A =
sp∗O0Zrig est une OZ-alge`bre cohe´rente. La proposition pre´ce´dente ge´ne´ralise donc cette situation
sans condition de finitude.
A.6. Commutation de la normalisation dans la fibre ge´ne´rique et du passage a` la
limite projective. —
Proposition A.17. — Soit (I,≥) un ensemble ordonne´ filtrant de´croissant et ((Zi)i∈I , (ϕij)i≥j)
un syste`me projectif de sche´mas formels π-adiques sans π-torsion dont les morphismes de transi-
tion sont affines. Il y a alors un isomorphisme canonique
lim
←−
i
Znormi
∼
−−→

 lim
←−
i
Zi


norm
De´monstration. Il y a un morphisme de syste`mes projectifs (Znormi )i −→ (Zi)i qui induit un
morphisme affine
lim
←−
i
Znormi −→ lim←−
i
Zi
D’apre`s le lemme A.1 le sche´ma formel lim
←−
i
Znormi est “inte´gralement ferme´ dans sa fibre
ge´ne´rique” (au sens ou` si O est son faisceau structural O est inte´gralement ferme´ dans O[ 1pi ]).
D’apre`s la proprie´te´ universelle du normalise´ le morphisme pre´ce´dent s’e´tend donc en un
morphisme
lim
←−
i
Znormi −→

 lim
←−
i
Zi


norm
Construisons un inverse a` ce morphisme. Pour tout j ∈ I il y a un morphisme compose´
 lim
←−
i
Zi


norm
−→ lim
←−
i
Zi
projection
−−−−−−−→ Zj
qui s’e´tend par proprie´te´ universelle du normalise´ en un morphisme
 lim
←−
i
Zi


norm
−→ Znormj
Ces morphismes sont compatibles lorsque j varie et fournissent donc par la proprie´te´ universelle
de la limite projective un morphisme
 lim
←−
i
Zi


norm
−→ lim
←−
i
Znormi
On ve´rifie facilement que ces deux morphismes sont inverses l’un de l’autre.
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A.7. E´clatements formels admissibles. —
A.7.1. De´finition et premie`res proprie´te´s. —
De´finition A.18. — Soit Z un sche´ma formel π-adique sans π-torsion et I ⊂ OZ un ide´al tel
que localement sur Z ∃N ∈ N πNOZ ⊂ I et I/πNOZ est quasi-cohe´rent de type fini. Un tel ide´al
est dit admissible. On appelle e´clatement formel admissible de I le Z-sche´ma formel π-adique
Z˜ = lim
−→
k
Proj

⊕
i≥0
Ii/πkIi


Proposition A.19. — Avec les notations de la de´finition pre´ce´dente
– si Spf(R) ⊂ Z est un ouvert affine et I = Γ(Spf(R), I) alors Z˜|Spf(R) s’identifie au comple´te´
π-adique de l’e´clatement de l’ide´al I˜ de Spec(R)
– Z˜ est sans π-torsion
– si ϕ : Z˜ −→ Z alors O
Z˜
.ϕ−1I est localement libre de rang un
– Z˜ satisfait a` la proprie´te´ universelle suivante : pout tout Z-sche´ma formel π-adique sans
π-torsion Y
ψ
−−→ Z tel que OY.ψ
−1I soit localement libre de rang un il existe un unique
Z-morphisme Y −→ Z˜
De´monstration. La premie`re assertion de´coule de la de´finition de l’e´clatement formel admissi-
ble.
La seconde re´sulte de la premie`re car Spec(R) e´tant sans π-torsion l’e´clatement de l’ide´al I˜
l’est aussi (l’image re´ciproque d’un ouvert sche´matiquement dense par un e´clatement reste
sche´matiquement dense) et donc d’apre`s le lemme A.1 son comple´te´ π-adique est encore sans
π-torsion.
La troisie`me re´sulte e´galement de la premie`re. En effet, sur l’e´clate´ de I˜ dans le sche´ma Spec(R)
l’ide´al I˜ est localement libre de rang un. Il est donc localement monoge`ne sur le comple´te´ π-adique
de ce sche´ma. Donc I devient localement monoge`ne sur Z˜. Mais e´tant donne´ que I contient
localement une puissance de π et que Z˜ est sans π-torsion I est localement libre de rang un sur Z˜.
La dernie`re assertion re´sulte aise´ment de son homologue pour les sche´mas (et de la premie`re
assertion).
Remarque A.20. — Soit Z = Spf(R) π-adique sans π-torsion et I un ide´al admissible de OZ.
Il y a alors un ide´al I = (f1, . . . , fn) de R contenant une puissance de π tel que I soit l’image
re´ciproque de l’ide´al quasi-cohe´rent ˜(I/πNOZ) dans OZ pour N >> 0. La description donne´e dans
le lemme 2.2 de [3] de Z˜ lorsque Z est topologiquement de type fini sur O˘ est en ge´ne´ral fausse.
On a en fait la description suivante :
Z˜ =
n⋃
i=1
Ui
ou` Ui = Spf(Ai) est un ouvert affine tel que si
Bi = R < T1, . . . , T̂i, . . . , Tn > /(Tjfi − fj)1≤j≤n,j 6=i
et B′i = Bi/Ji avec Ji = {b ∈ Bi | ∃k π
kb = 0} alors Ai est le se´pare´ de B′i, Ai = B
′
i/ ∩k≥0 π
kB′i.
Lemme A.21. — Soit Z comme pre´ce´demment. Soient I1, I2 deux ide´aux admissibles. Soit Z˜
l’e´clatement formel de I1. Alors l’e´clatement formel admissible de I1.I2 s’identifie a` l’e´clatement
formel admissible de l’image re´ciproque de I2 a` Z˜.
Remarque A.22. — On utilisera souvent la proprie´te´ suivante. Soit Z π-adique sans π-torsion et
I ⊂ OZ un ide´al admissible. Alors I est localement libre de rang un ssi il est localement monoge`ne.
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A.7.2. Adhe´rence “sche´matique” de la fibre ge´ne´rique. — Soit Z un sche´ma formel π-adique.
Notons pour tout k ≥ 1
Ik = lim
−→
i≥1
ker
(
OZ/π
kOZ
×pii
−−−→ OZ/π
k+iOZ
)
⊂ OZ/π
kOZ
un faisceau d’ide´aux quasicohe´rent sur Z⊗ O˘/πk. Si Spf(R) ⊂ Z et I = {x ∈ R | ∃i ≥ 1 πix = 0}
alors
Ik = (I + π
kR/πkR)˜
ou` le tilda signifie “le faisceau quasicohe´rent associe´”. Notons alors
Zk = V (Ik) ⊂ Z⊗ O˘/π
kO˘
On a donc
Zk+1 ⊗ O˘/π
kO˘ = Zk
Notons alors
Z′ = lim
−→
k
Zk
un sche´ma formel π-adique. Si spf(R) est un ouvert affine de Z et I est l’ide´al des e´le´ments de
π∞-torsion comme pre´ce´demment alors l’ouvert correspondant de Z′ est Spf(R/I) ou` I de´signe
l’adhe´rence de I pour la topologie π-adique.
Lemme A.23. — Le sche´ma formel π-adique Z′ est sans π-torsion. De plus “l’immersion
ferme´e” Z′ →֒ Z est telle que pour tout sche´ma formel π-adique sans π-torsion Y tout morphisme
Y −→ Z se factorise via Z′ →֒ Z.
De´monstration. Elle ne pose pas de proble`me particulier.
De´finition A.24. — Par abus de terminologie on appellera Z′ l’adhe´rence sche´matique de la
fibre ge´ne´rique de Z.
A.7.3. Transforme´e stricte. — Soit ϕ : Y −→ Z un morphisme de sche´mas formels π-adiques
sans π-torsion. Soit I ⊂ OZ un faisceau d’ide´aux satisfaisant aux hypothe`ses de la de´finition A.18.
Notons Z˜ −→ Z l’e´clatement formel admissible associe´.
De´finition A.25. — On appelle transforme´ strict de Y relativement a` l’e´clatement Z˜ −→ Z
l’adhe´rence sche´matique de la fibre ge´ne´rique de Y×Z Z˜.
Proposition A.26. — Le transforme´ strict de Y s’identifie a` l’e´clatement formel admissible de
l’ide´al OY.ϕ−1I.
De´monstration. Notons X le transforme´ strict et Y˜ l’e´clatement formel de OY.ϕ−1I. Puisqu’il
y a une factorisation Y×Z Z˜ −→ Z˜ −→ Z l’image re´ciproque a` Y×Z Z˜ de l’ide´al I est localement
monoge`ne. Donc, puisque cet ide´al contient localement une puissance de π et puisque X →֒ Y×Z Z˜
est sans π-torsion son image re´ciproque a` X est localement libre de rang un. Donc via le morphisme
compose´ X −→ Y ×Z Z˜ −→ Y l’image re´ciproque de OY.ϕ−1I est localement libre de rang un.
D’apre`s la proprie´te´ universelle de Y˜ il y a donc un morphisme
X −→ Y˜
Construisons un morphisme dans l’autre sens. D’apre`s la proprie´te´ universelle de Z˜ le morphisme
Y˜ −→ Z s’e´tend en un morphisme Y˜ −→ Z˜. Il fournit donc un morphisme
Y˜ −→ Y×Z Z˜
Mais graˆce a` la proprie´te´ caracte´risant l’adhe´rence sche´matique de la fibre ge´ne´rique se morphisme
se factorise en un morphisme
Y˜ −→ X
On ve´rifie alors facilement que les deux morphismes pre´ce´dents sont inverses l’un de l’autre.
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A.7.4. Commutation a` la limite projective. — Soit (I,≥) un ensemble ordonne´ filtrant de´croissant
et et ((Zi)i∈I , (ϕij)i≥j) un syste`me projectif de sche´mas formels π-adiques sans π-torsion tel que
les morphismes de transition ϕij soient affines. Soit i0 ∈ I fixe´ et I un ide´al admissible de OZi0 .
Notons pour i ≥ i0 Z˜i l’e´clatement formel de l’image re´ciproque de I. On a donc un syste`me
projectif (Z˜i)i∈I . D’apre`s la proposition A.26 les morphismes de transition sont affines.
Proposition A.27. — La limite projective lim
←−
i≥i0
Z˜i co¨ıncide avec l’e´clatement formel de l’image
re´ciproque a` lim
←−
i
Zi de I.
Corollaire A.28. — Soit pour tout i Z˜normi le normalise´ dans sa fibre ge´ne´rique de l’e´clate´ Z˜i. Il
y a alors une identification entre lim
←−
i≥i0
Z˜normi et le normalise´ dans sa fibre ge´ne´rique de l’e´clatement
formel de lim
←−
i
Zi.
De´monstration. Appliquer la proposition pre´ce´dente couple´e a` la proposition A.17.
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